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Chapitre 1
Des nombres

Avant d'écrire, on comptait. Des os taillés re-
trouvés en Afrique centrale — le fameux os
d’Ishango, vieux de vingt mille ans — portent
des encoches groupées par séries. Personne
ne sait exactement ce qu'elles signifiaient : des
lunes, des proies, des jours. Mais quelqu’un, la,
avait besoin de garder une trace. Besoin de
nombres. La question n'était pas encore qu'est-
ce qu’'un nombre? —elle était : combien ? C'est
encore souvent notre premiere question.

Et pourtant, entre les entiers que l'on grave sur
un os et les irrationnels qu’Hippasos de Meta-
ponte paya de sa vie pour avoir revéles, il y a
un gouffre.

Un gouffre que ce chapitre se propose de tra-
verser, pas & pas.!

1.1 Chiffres et nombres

Définition 1.1 — chiffres et nombres.

Les symboles 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 sont les chiffres, avec lesquels on
construit les nombres. Notre systeme de numération est positionnel en
base 10 : la valeur d'un chiffre dépend de sa position dans le nombre.

Exemple1.1. 243578 =2-103+4-10>+3-10' +5-10°+7-10"1 +8-1072

Les faits : L'os d'Ishango (RDC), env. 20 000 ans, découvert en 1950 (parfois daté 1960 selon
les sources) par le géologue belge Jean de Heinzelin de Braucourt, conservé a l'Institut royal
des sciences naturelles de Belgique, Bruxelles. La Iégende : La mort d’'Hippasos de Métaponte
pour avoir révélé les irrationnels est une légende antique dont I'historicité est trés débattue; les
sources anciennes elles-mémes divergent.



CHAPITRE 1. DES NOMBRES

Remarque 1.1. D'autres bases sont possibles : la base 2 (binaire) est fondamentale en
informatique, la base 60 (sexagésimale) nous vient des Babyloniens et survit dans nos
secondes et nos degrés d'angle.

1.2 Les ensembles de nombres

Les mathématiques organisent les nombres en familles emboitées, chacune
plus riche que la précédente.

Définition 1.2 — entiers naturels.
L'ensemble des entiers naturels est

N={0,1,23,..}

Il sert a compter et a ordonner.

Définition 1.3 — entiers relatifs.

L'ensemble des entiers relatifs est
zZ={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Il étend N en ajoutant les opposés : a chaque n € N correspond —n € Z.

Remarque 1.2. Vocabulaire des opérations. La somme est le résultat d'une addition;
la différence, d'une soustraction; le produit, d'une multiplication; le quotient, d'une
division.

Définition 1.4 — nombres rationnels.
L'ensemble des nombres rationnels est

Q={§‘pez,qez,q¢0}.

Ce sont exactement les nombres dont le développement décimal est fini
ou périodique.

= . . 7 . .
= 0,3 est rationnel (période : 3). i 1,75 est rationnel (développe-

ment fini). 2,34 = 2,343434 ... est rationnel (période : 34).

W =

Exemple 1.2.

Définition 1.5 — nombres réels.

L'ensemble des nombres réels R contient tous les rationnels et tous les
irrationnels — les nombres dont le développement décimal est infini et
non périodique.

Exemple 1.3. \/5 = 1,41421356 ... et 7 = 3,14159265 ... sont irrationnels.

8



On a les inclusions strictes :

NCZSCQGR.

Densité de Q dans R. Entre deux réels distincts a < b, il existe toujours un
rationnel r tel que a < r < b. Pourtant Q est «beaucoup plus petit» que R
au sens de Cantor : Q est dénombrable, R ne 'est pas. Ce paradoxe — les
rationnels sont partout, mais les réels sont infiniment plus nombreux —
est 'une des grandes surprises de I'analyse.

1.3 Ordre des opérations et parenthéses

Proposition 1.6 — ordre des opérations.

Pour calculer une expression, on effectue les opérations dans l'ordre sui-
vant:

1. les opérations entre parenthéses (les plus imbriquées d'abord);

2. les puissances (et racines);

3. les multiplications et divisions, de gauche a droite;

4. les additions et soustractions, de gauche a droite.

Exemple 1.4. Calculer7—2-3+ 6:0on effectue d’abord2-3 =6,puis7—6+6=7.
Calculer-14—-(2—-4—-(6—-3)+(4—-3—-(14+2—-(-6+4+2)—1)—7) + 3):0on traite les
parentheses les plus imbriquées en premier; le résultat est 0.

1.4 Multiples, diviseurs et division euclidienne

Définition 1.7 — divisibilité.
Sia = b -k pour un certain entier k, on dit que a est un multiple de b, ou
que b divise a, ou que b est un diviseur de a.

- Le pgcd de deux entiers est leur Plus Grand Diviseur Commun.

- Le ppcm de deux entiers est leur Plus Petit Multiple Commun.

- Un entier > 2 est premier s'il admet exactement deux diviseurs : 1 et

lui-méme.
- Deux entiers sont premiers entre eux si leur pgcd vaut 1.

Définition 1.8 — division euclidienne.

Effectuer la division euclidienne de a par b (b > 0), c'est trouver q (Quotient)
et r (reste) tels que:
a=q-b+r, 0<r<hb.

Exemple 1.5. Division euclidienne de 183 par 12:183 = 15-12 + 3. Quotient : 15; reste :

3.

1.3. ORDRE DES OPERATIONS ET PARENTHESES



CHAPITRE 1. DES NOMBRES

1.5 Fractions

Définition 1.9 — fraction.

Une fraction est un nombre de la forme B, ou p € Z (numérateur) etq € Z*

(dénominateur). Elle est irréductible si pgcd(p,q) = 1.

) a c
Deux fractions — et —

5 ety sont égales si et seulement si ad = bc.

Proposition 1.10 — opérations sur les fractions.

a + c_ M (réduire au méme dénominateur)

b d  bd

a c ac - 3 . .

Z .2 == (multiplier numérateurs et dénominateurs)
b d bd

a.c_ad (diviser = multiplier par I'inverse)

b d b ¢ Prerp

. b
L'inverse de % (avec a # 0) est o

1.6 Nombres rationnels — écriture décimale

Théoréme 1.11 — caractérisation des rationnels.

Un nombre est rationnel si et seulement si son développement décimal
est fini ou infini périodique.

. . 17 = o N
Exemple 1.7. Fraction vers décimale. i 2,83 (on divise jusqu’a retrouver un reste
déja obtenu).
Décimale vers fraction. Ecrire x = 2,34 comme fraction : 100x = 234,34, donc 100x —
232

= 232, soit x = —.
X , X 99

10



1.7 Puissances

Définition 1.12 — puissance.

E .40 _
Poura € Retn €e N :a" = g-a--a. Deplus:a’” =1 (poura # 0) et
n facteurs

a "= — (pour a # 0).

Théoréme 1.13 — propriétés des puissances.
Poura,b € R*etm,ne Z:

am . a}’l = aWH—}’l’ = am—n (am)n = amn,

(a-b)*=a"-b", (%)n Shal

Attention :en général (a + b)" # a” + b"™.

143 .94 143 14)\3 1\3 81
Exemple 1.8. —=—-94—2=<—) -81:(—) .81 = — =3,
P 423.92 ~ 423 42 3 27

Définition 1.14 — notation scientifique.

Un nombre x # 0 est en notation scientifique lorsqu'il s'écrit x = a - 10",
avecl <|a| < 10etn € Z Le nombre a est appelé la mantisse.

Exemple 1.9. 6430 = 6,43 -103. —0,00370 = —3,70 - 1073.

Pyramides de puissances. On interpréte x¥° comme x%%) (de haut en
bas). Exemple : 24 = 24" = 216 = 65536, et non (24)? = 16? = 256.
Estimer de grands nombres. On utilise souvent I'approximation 21° ~ 103.
Exernple : 22010 — (210)201 5 (103)201 — 10603,

1.8 Racines carrées

Définition 1.15 — racine carrée.
La racine carrée d'un réel a > 0 est 'unique réel b > 0 tel que b?> = a. On

note b = \/a.

Attention :1/16 = 4 (pas +4!). 1/ —16 n'existe pas dans R.

11
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CHAPITRE 1. DES NOMBRES

Théoréme 1.16 — propriétés des racines carrées.
Poura,b>0etb #0:

R N

<%

Attention:va+b # \/E + \/E

Exemple 1.10. Simplifier \/5 : \/3_ =416-2 = 4\/_

9 9 9 3 3/3 _ i
N 3\/_ N

1 __\3+\2
xf—ﬁ'\/?—«ﬁ e A
Réduire : 24/72 — 74/18 = 12/2 — 211/2 = —9y/2.

Rationaliser

Conjugué : rationaliser

1.9 Droite réelle et valeur absolue

Définition 1.17 — droite réelle.

Chaque réel correspond a un point sur une droite orientée, la droite réelle.
Les rationnels et irrationnels y sont «mélangés» de facon dense.

Définition 1.18 — valeur absolue.
X six >0,
x| = .
—-x six<0.
Géomeétriguement, |x| est la distance entre x et 0; |[x — a| est la distance
entre x et a.

Proposition 1.19 — inégalité triangulaire.
Pourtousx,y € R:|x+y| < |x| + [y|

Exemple 1.11. Résoudre|x—3|<2:-2<x-3<2=>x € (1,5).

Résoudre 2x+1|>3:2x+1>30u2x+1 < —3,s0it x € (—o0,—2) U (1,+00).

12



110 Irrationalité

Théoréme 1.20 — irrationalité de /2.
\/E ne peut pas s'écrire comme une fraction : \/5 & Q.

Exemple 112. 0,9 = 1? Oui : posons x = 0,9, alors 10x = 9,9, donc 10x — x = 9, soit
x =1

111 Exercices

Exercice 1.1. Calculer:

—(=N+(8-(7-11)-32-3-5-4-(=2)=(=5)-(=2)) -7

Exercice 1.2. Calculer, en respectant l'ordre des opérations:
a) 15+4-3
b) 8:2—-18:6
c) 20 : 4+ 3|2 -6

d) 2-52-3+(7-4)

Exercice 1.3. Evaluer chaque expression poura = —-3,b=4etc=—-2:

a) 2a+ 5b

b—2c

b
) a+1

c) —a’+b-c

Exercice 1.4. [MA2] Simplifier:

54+ (=2)°-2

Vo-1

—|—6 + 2|

Exercice 1.5. Placer les parentheéses pour que les égalités soient vraies :
a) 35+5:5-3+2-4=16
b) 35+5:5-34+2-4=41

c) 354+5:5-342-4=28

13
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CHAPITRE 1. DES NOMBRES

d) 35+5:5-3+2-4=4

Exercice 1.6. Classer chague nombre dans le plus petit ensemble (N, Z, Q ou
R\ Q):
~7, 272 Vo, /3, 0142857, 7-3.

Exercice 1.7. Pour chacun des nombres suivants, indiquer tous les ensembles
(N, Z, Q, R\ Q, R) auxquels il appartient :

_89 \/ga Oa \/R, 5, E

3
4’ 2

Exercice 1.8. Dire si chaque affirmation est vraie ou fausse. Si elle est fausse,
donner un contre-exemple.

a) Tout entier naturel est un entier relatif.

b) Tout nombre rationnel est un entier.

c) Tout entier relatif est un nombre rationnel.

d) Laracine carrée d'un entier est toujours irrationnelle.

e) La somme de deux nombres irrationnels est toujours irrationnelle.

Exercice 1.9. Donner, si c'est possible, un exemple de nombre :
a) appartenanta Z mais pasaN;
b) appartenant a Q mais pas a Z;
c) appartenant a R mais pas a Q;
d) appartenant a N mais pas a Z (justifier si c’'est impossible);
e) dont le carré est un entier naturel, sans que le nombre lui-méme soit un
entier.
Exercice 1.10. Donner le quotient et le reste de la division euclidienne:
a) 63 par4
b) 218 par 12
c) 3245 par 135

d) 32 par 50

Exercice 1.11. Mémes consignes:

14



a) 97 par 6
b) 305 par 15

c) 4321 par 27

Exercice 1.12. Parmi les nombres 12, 30, 27, 246, 325, 4238, indiguer ceux qui
sont divisibles par 2, par 3, par 5.

Exercice 1.13. Un challenge sportif regroupe 105 filles et 175 garcons. On veut
former des équipes comportant toutes le méme nombre de filles et le méme
nombre de garcons, en utilisant tous les éléves.

a) Quel est le nombre maximal d'équipes?

b) Combien de filles et de garcons dans chaque équipe?

Exercice 1.14. Calculer le pgcd et le ppcm de chaque paire d'entiers :
a) 36et 60
b) 84 et 126

c) 17 et 45
Exercice 1.15. Deux bus partent en méme temps d'un arrét. Le premier y
repasse toutes les 24 minutes, le second toutes les 40 minutes.
a) Apres combien de temps repartiront-ils ensemble pour la premiere fois?
b) Combien de fois cela se reproduira-t-il durant une journée de service de

12 heures?

Exercice 1.16. Calculer a la main et donner le résultat sous forme irréductible :

4 12
5 12
TR
g3.2_5
4 5 6
) 120 56
49 144
25,5
36 16

15
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CHAPITRE 1. DES NOMBRES

" 10

Exercice 1.18. Un réservoir est rempli aux 3 de sa capacité. On en retire ensuite

1 . o .
1 du contenu actuel. Quelle fraction de la capacité totale reste-t-il dans le

réservoir?

Exercice 1.19.

216
720

1122
1496

1826688
829280

a)

b)

Exercice 1.20.

a) 1
45

b)§

c)ﬂ
7

200

9 37

Exercice 1.21.

5
a) 8
7
b) Kl
11
C) ?

Exercice 1.22.

a) 0,375

d) —1,234343

Rendre irréductibles:

Ecrire sous forme décimale :

Ecrire sous forme décimale (préciser la période le cas échéant) :

Ecrire commme fraction irréductible :

16



Exercice 1.23. [MAZ2] Ecrire x = 0,583 comme fraction irréductible.
Indication :icila partie qui se répéte ne commence pas juste apres la virgule
— il faut multiplier par deux puissances de 10 différentes.

Exercice 1.24. Simplifier en donnant un résultat sans exposants négatifs (a,b €

R*):
143 - 9
e
o) e (b
(25(ab)*)? - (b2)6 - a*
C) (b3)—4 . (a—le)S 4

(b2b3)~2(b6)2

Exercice 1.25. Simplifier (a # 0) :

2°.23
a) %6

b) (32)3 =34

(2a)? - a?
4a4

c)

Exercice 1.26. Sans calculatrice, dire si chaque égalité est vraie ou fausse. Si
elle est fausse, donner la valeur correcte.

a) 273=-8

b) 5°=0

c) (—2)*=-16
d) —24=-16

Exercice 1.27. Ecrire en notation scientifique :
a) 7283
b) 0,00149
c) 0,67 - 10
d) 159-107>
Exercice 1.28. Un globule rouge mesure environ 7 - 10~® m de diamétre. Com-

bien de globules rouges, alignés cote a cote, faudrait-il pour couvrir une distance
delcm?

Exercice 1.29. [MA2] Quel est le plus grand nombre : 24%0 oy 101907

Exercice 1.30. Simplifier (résultat sous forme a\/E, b le plus petit possible) :

17
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CHAPITRE 1. DES NOMBRES

a)\/ﬁ

b) V3127
c) 24/72 - 7\/18

d) V12 +13-2/9+(/3)}

Exercice 1.31. Mémes consignes:

a) V50
b) V520
o) 3v8+4/50 -2

Exercice 1.32. Rationaliser le dénominateur :

o) ——+
V5+4/3
2

RRVEIRY

Exercice 1.33. Mémes consignes:

a)i

V2

3

\V7-2

b)

Exercice 1.34. [MA2] Simplifier:

W5 +V3)W/5-3)+ (V2)*

Exercice 1.35. Ecrire en notation d'intervalle et représenter sur une droite
graduée :

a) {x|x>-3}
b) {x|x < 5}

c) {x|-2<x<4}

18



Exercice 1.36. Calculer la distance entre chaque paire de points sur la droite
réelle:

a) 8et—5
b) —3 et —11

Cc) xety, oux <y (exprimer le résultat en fonction de x et y)

Exercice 1.37. Résoudre et représenter sur la droite réelle :
a) —1<2x+3<7
b) x—-1/ <4

c) |2x+1| >3

Exercice 1.38. [MAZ2] Résoudre:
a) 3x—-2|=7
b) |x + 4| < —1 (bien justifier la réponse)

c) 2lx—1]—-3>5

Exercice 1.39. Démontrer que \/E est irrationnel.
Indication : supposer \/— = p/q irréductible et chercher une contradiction.

Exercice 1.40. Déterminer lesquelles des expressions suivantes sont ration-
nelles une fois évaluées :

2 5 7 50
T—m 3-\2, 1455, 2 V3 o 2 1024, Skl

Exercice 1.41. En s'inspirant de la démonstration vue en cours pour \/5 dé-
montrer que \/§ est irrationnel.

Exercice 1.42. Montrer que 0,49 = 0,5.

Exercice 1.43. La distance Terre-Soleil est 1,496-10% km. La vitesse de la lumiére
est 3-10° km/s. En combien de minutes la lumiére parcourt-elle cette distance?

Exercice 1.44. Probleme. On note n! (lire «n factorielle») le produit1-2-3---n.
a) Quels sont les trois derniers chiffres de 17!

b) Par combien de zéros 627! se termine-t-il?

19

1.11. EXERCICES



CHAPITRE 1. DES NOMBRES

Exercice 1.45. L'échiquier de Sessa. Un sage demande comme récompense
1 grain de blé pour la premiére case d'un échiquier, 2 pour la deuxiéme, 4 pour
la troisieme, et ainsi de suite en doublant jusqu'a la 64° case.

a) Quelle est la somme totale de grains? (Utiliser 21° ~ 103.)
b) Un grain de blé pése environ 50 mg. Comparer cette masse a celle de la
Terre (5,97 - 10** kg).
Exercice 1.46. Convertir:
a) (1011), en base 10.
b) 25 (base 10) en base 2.

c) (101)5 en base 10.

Exercice 1.47. [MAZ2] Convertir (10110), en base 10, puis convertir 47 en base 2.

Exercice 1.48. [MA2] Convertir (1101101), en base 10, puis convertir 500 en
base 2.
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112 Résumé du chapitre

Ensembles de nombres
NCZCQGCR
- Q = fractions = décimales finies ou périodiques
- R\ Q= irrationnels W27, ..)

Ordre des opérations
1. Parentheéses (les plus imbriquées d'abord)
2. Puissances et racines
3. X et + (de gauche a droite)
4. + et — (de gauche a droite)

Division euclidienne
a=q-b+r, 0<r<b

- pgcd, ppcm, nombres premiers, premiers entre eux

Fractions
- Irréductible : pgcd(p,q) =1
a c_ad+bc a c¢ _ac a c_ad
b d bd _ b d bd b d b c
- Décimale périodique « fraction
Puissances .
. gMm.gh = gmtn a _ qgm-n (am)n = gmn

an
1
ca%=1 a"=—
an
- Notation scientifique:a- 10", 1 < |a| < 10

Racines carrées
. \/a_2 =a +Vab= \/c_z\/g
- Simplifier : extraire les facteurs carrés
- Rationaliser : multiplier par le conjugué

. \/a+b7é\/5+\/3en général

Valeur absolue
- |x| = distancede xa 0
s |x—al<r & a-r<x<a+r
- Inégalité triangulaire : |x + y| < |x| + |y
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113 QCM — Des nombres

Une seule réponse correcte par question.

1. \/2 appartient a:

a

0 O
N®EOZ

)
)
) R\ Q
)

o

2. Lerésultatde3+2-4% —1 est:

00
4
00
3

Q
—

o0 O
DN W

)
)
)
)

(o}

3. Lereste de la division euclidienne de 100 par 7 est :

0 O w
N = O

)
)
)
)

[oX
—

4

3 1
4, Z+gvaut.

S
ERIS{I==I P

—
\]

5. 0,3 est égal a:

a)i
%0
b)g
°9
d) §et§

6. 23.2%vaut:

a) 212
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7. L'écriture scientifique de 0,00307 est :
a) 3,07-1073
b) 3,07 -103
c) 30,7-107%
d) 0,307 - 1072

8. V50 simplifiée vaut :

a) 5\/5
b) 24/5
C) 25\/5
d) 10y/5

avec dénominateur rationnel vaut :

\V3-1
4

V3-1
b) 2\/3 + 1)
) 2/3-1)
d) 4/3+1)

a)

10. V2 € R\ Q signifie que:

a) \/5 est négatif

b) \/5 ne peut pas s'écrire sous forme de fraction
C) \/5 n'existe pas

d) \/5 est plus grand que 2

1N. pgcd(12,18) vaut:
a) 3

0 O

) 6
) 9
) 3

o

6

12. La solutionde |[x —2| < 3 est:

a) x e (-1,5)
b) x € [-1,5]
c) x € (—oo,—1]U[5,+00)
d) x € [-3,3]

Réponses:1-c 2-b 3-b 4b 5d 6-¢c 7-a 8a 9b

24

10-b

1-b

12-b



114 Corrigés

Solution 1.1.

On calcule de I'intérieur vers I'extérieur. D'abord 4 - (=2) — (=5) - (—=2) = =8 —
10 = —18. Puis2—-3:5—(-18) = 2—-154 18 = 5. Puis 7 —11 = —4. Puis

—8—(—4)—3-5—7=—-8+4—15—7 = —26. Enfin —(=7) + (=26) = 7 — 26 = —19.

Solution 1.2.

a) 15+ 12 = 27.

b) 16 — 3 = 13.

c) 5+43-4=5+12=17.

d) 2-25—-3+3=50—3+3=50.

Solution 1.3.

a) 2(=3)+5(4) = -6+ 20 = 14.

4-2-2)_ 8 _ _,

) —3+1 -2

c) —(=3)?+4-(=2) = —9—8 = —17. Attention : —a? signifie —(a®), qui vaut —9
méme si a est négatif.

Solution 1.4.

Numérateur : 54+ (=8) -2 = 5—16 = —11. Dénominateur : 3 —1 = 2. D'ou
RIS b DS C
2 2 2

Solution 1.5.

a) 35+5:5—(3+2)-4=35+1—20 = 16.

b) 35+5:5-3+4+2-4=35+1-3+8 =41:c'est déjal'expression telle quelle,
sans parenthése supplémentaire.

c) 3545):(5—-3)+2-4=40:2+8=20+8=28.
d) 35+5):((5=3)+2-4)=40:10=4.
Solution 1.6.

\/§=3EN;—7EZ\N;2—72EQ\Z;O,142857=%EQ;\EER\@;E—3ER\Q.

Solution 1.7.
87 Q,R: Y5€R\QR: 0€N,ZQ,R; ZEQ,R; Vie=4€eN,7 Q,R;
5eN,Z,Q,R: 12—36@,[@.
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Solution 1.8.

a) Vrai (N C 2).

b) Faux:% e@maisi & 7.

c) Vrai (Z C Q).

d) Faux: \/Z = 2 est rationnel.

e) Faux: \/5 + (—\/5) = (0 est rationnel.

Solution 1.9.

d) Impossible: N C Z, donc tout élément de N est aussi dans Z.

e) V2:eneffet (/22 =2 €N, maisy2 ¢ Z
Solution 1.10.

a) 63 =4-15+ 3; quotient 15, reste 3.
b) 218 =12 -18 + 2; quotient 18, reste 2.
c) 3245 =135-24 + 5; quotient 24, reste 5.

d) 32 =50-0+ 32; quotient 0, reste 32 (puisque 32 < 50).
Solution 1.11.

a) 97 =6-16 + 1; quotient 16, reste 1.
b) 305 =15-20+ 5; quotient 20, reste 5.
c) 4321 =27 -160 + 1; quotient 160, reste 1.
Solution 1.12.
- Divisibles par 2:12, 30, 246, 4238.

- Divisibles par 3:12, 30, 27, 246 (somme des chiffres multiple de 3).
- Divisibles par 5: 30, 325 (se terminent par 0 ou 5).

Solution 1.13.
pgcd(105,175) = 35; 35 équipes de 3 filles et 5 garcons.
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Solution 1.14.

a) pgcd(36,60) = 12; ppcm(36,60) = 180.
b) pgcd(84,126) = 42; ppcm(84,126) = 252.

c) 17 est premier et ne divise pas 45, donc pgcd(17,45) = 1 (premiers entre
eux); ppcm(17,45) = 765.

Solution 1.15.

ppcmM(24,40) = 120:ils repartent ensemble toutes les 120 minutes, soit 2 heures.

Sur 12 heures (720 minutes), cela se produit 720 = 120 = 6 fois (sans compter le
départ initial).

Solution 1.16.
34590, 5 147
412 12 12 12 6
o) 5 +12_ 25 + 84 109
21 15 105 105 105
C)E g—i—idonci_ﬁ—i_z_s—_g—_i
4 5 20 10 10 6 30 30 30 15
d) 120 56 6720 2_0
49 144 7056 21
o 2.5 _25 16_400_20
36 16 36 5 180 9°
Solution 1.17.
g2.5_10_5 7 5 2
36 18 9 9 9 9
o o125 17 17 10 170 17
5 420 20 20 20 7 140 14
Solution 1.18.
Quantité retirée : 1.2_1 de la capacité totale. Il reste 2_1_4 1_3_1
e 13T % P ' 36 6 6 6 2
de la capacité totale.
Solution 1.19.
216 3.
a) 70 = 10 (diviser par 72).
1122 3.
b) 1496 = 2 (diviser par 374).
1826688 804 . . ) e .
C) = (diviser par 2272); cette fraction est déja irréductible, car

829280 365
804 =22 .3.67 et 365 = 5- 73 n'ont aucun facteur premier commun.
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Solution 1.20.

1 —
— = 0,02.

a) 15 0,0
2 —

b) = =0,2.

) 9

31 —_

c) - = 4,428571.
200 .. .

d) T = 11,7647058823529411 (période de 16 chiffres — normal, car 17 est

premier et la période d'une fraction 1/p peut compter jusqu'a p—1 chiffres).

Solution 1.21.
5 —
- =0,83.
a) 5
7 J—
b) 7= 0,63
11 . .
C) 3= 1,375 (développement fini).
Solution 1.22.
375 3
a) 0,375 = m = g

_ — 11
b) Soit x = 1,2. Alors 10x = 12,2, donc 10x — x = 11, soit 9x = 11, donc x = 5

— — 232
c) Soit x = 2,34. Alors 100x = 234,34, donc 100x — x = 232, soit x = 9—39
d) Ici la partie non périodique apres la virgule est 234 (3 chiffres) et la pé-
riode est 343 (3 chiffres). Soit x = 1,234343343343 ... (la valeur absolue). On
multiplie par 10° puis par 10° :

1000x = 1234,343343 ... 1000000x = 1234343,343343 ...
1233109 e .
En soustrayant: 999 000x = 1233109, donc x = 999000 (déja irréductible).
. — 1233109

D'ou —1,234343 = —W
Solution 1.23.
100x = 58,333 ... et 1000x = 583,333 ..., donc 1000x — 100x = 525, soit 900x = 525,

525 7

doncx = %00 = 12
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Solution 1.24.

)423-92_E ~\42 3 27

b) Au numérateur: (5a)* - (b*)* = 625a'? - b?° = 625a'?b?°. Au dénominateur :
(25(ab)*)? - (b?)® - a* = 625a8b® - b'? - a* = 625a'2b?°. Le quotient vaut donc
625a'2p2°
625a12b20

c) Aunumérateur:(b3)~*-(a"'b?)°> = b~12.a7>b'® = a>b~2. Audénominateur:

—5p—2
(b?b3)72(b%)? = (b°)~2 - b2 = b~10. p12 = b2, Le quotient est donc bI; =
1

a=>b~% et en multipliant para*:ab™* - a* = a7 1b™* = 5

3 .04 3 3 3
-y _1 -94—2—<E> -81=(1> g1= ok _3

=1

Solution 1.25.

a) 25+3—6 — 22 = 4.
b) 36 +3*=32=09,
9 8a’-a’> 8a® g
404 404 T
Solution 1.26.

1 1
a) Faux:273 = — = -,
) Faux B3

b) Faux:5°=1.
c) Faux:(=2)* = 16 (base négative, exposant pair).

d) Vrai:sans parenthéses, I'exposant ne porte que sur 2, donc =24 = —(2%) =
—16.
Solution 1.27.

a) 7283 = 7,283 -103.

b) 0,00149 = 1,49 - 1073.

c) 0,67-10* =67 = 6,7 - 10"
d) 159-107° =1,59-1073.

Solution 1.28.
1cm =10"2 m. On calcule

1072 104
= ~1428.,6.
7-10-0 7

Il faudrait donc environ 1429 globules rouges.
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Solution 1.29.

10100 — (210/Iog2 10)100 ~ (23,32)100 — 2332 > 2400? En fait : 210 ~ 103 donc 2400 —
(219)40 ~ 10129 > 10190, Donc 2400 > 10190,

Solution 1.30.
a) V32=1/16-2=4/2.
b) V3-1/27=1/81=0.

o) 2072 = 24/36 - 2 = 12\/2 et 7\/18 = 74/9 - 2 = 2112, donc 124/2 — 214/2 =
—9/2.

d) V12 = 21/3,21/9 = 6 et (1/3)® = 31/3, donc 24/3 +1/3 — 6 + 31/3 = 64/3 — 6.

Solution 1.31.

a) V50 =1/25-2 = 5/2.
b) V/5-4/20 = 1/100 = 10.
c) 3v/8 = 612 et /50 = 5v/2, donc 6v/2 + 52 — /2 = 10v/2.

Solution 1.32.

N —9_—3_—3\/52_\/5‘

V27 33 A3 3
4 —4(/5-4/3)  —a(/5-43) _ 25+ 23

b
e -0 2

C) \/Z: 2, donc 2 = 2(\/§+2) = 2(\/§+2) = —2\/5—4.
3-2 (V3p-22 -1
Solution 1.33.
6 6V2
)= =W
3 3(\V7 +2) 3V7+2) 3742
b _ - = =7 +2
Vi oh-aafien | T sV

Solution 1.34.

W3 +VIWE-V3) = (52 - (W32 =5-3 =2 Et (/D) = (W2?) =22 = 4. AU

total:2+4 =6.
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Solution 1.35.

a) (=3,+00).
b) (—o0,5].

c) (—2,4].
Solution 1.36.

a) |8 —(=5)| =13.
b) | —3—(-11)| = 8.

c) y — x (qui est bien positif puisque x < y).
Solution 1.37.

a) —2<x<2;x€[-22).

b) —3<x<5;x€[-35].

c) x € (—oo0,—2)U(1,+00).
Solution 1.38.

a) 3x—2=7=>x=3,ou3x—2=—7=>x=—§.S={—§, 3}.

b) Une valeur absolue est toujours > 0, elle ne peut donc jamais étre < —1.

Ainsi S = @.

) 2lx—1|>8=>|x—1|>4=>x>50ux < —3.5 =(—00,—-3) U (5, +00).
Solution 1.39.
, . . ) P
Par I'absurde, supposons que \/Esow rationnel \/_ = E avec p,q € Z,q #0, et

s irréductible (c’est-a-dire pgcd(p, q) = 1).

p2

q*
Ainsi p? est pair. Or le carré d’'un nombre impair est impair (si p = 2k + 1, alors
p? = 4k? + 4k + 1 est impair). Donc p est nécessairement pair : on écrit p = 2k.
En substituant : (2k)? = 2¢?, soit 4k? = 2¢?, donc ¢* = 2k?. Ainsi ¢? est pair, donc
q est pair (méme argument que ci-dessus).

En élevant au carré : 2 = —, donc p? = 2¢>.

On obtient donc que p et g sont tous deux pairs, ce qui contredit le fait que P est

irréductible (ils auraient alors 2 comme diviseur commun). Cette contradiction
montre que I'hypothéese de départ était fausse : \/5 Nn'est pas rationnel.

Solution 1.40.
Rationnels: 7 — 7 =0;1+5,5=6,5; 2% = 1;1024; /25 = 5. Irrationnels (ou non
défini) : 3y 2; 2 - % = % (rationnel!); z
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Solution 1.41.
Par I'absurde, supposons \/_ = g avec p,q € Z,q # 0, et s irréductible. Alors

3¢? = p?, donc 3 divise p?, donc 3 divise p (car 3 est premier) : on écrit p = 3k. En
substituant : 3g? = 9k?, soit g* = 3k?, donc 3 divise aussi g%, donc 3 divise q. Ainsi

3 divise a la fois p et q, ce qui contredit le fait que s est irréeductible. Donc \/5

N'est pas rationnel.
Solution 1.42.

Posons x = 0,4999 .... Alors 10x = 4,999 ...,donc 10x—x = 4,999...—0,4999 ... = 4,5,

soit 9x = 4,5, donc x = 0,5.

Solution 1.43.

{ = 1,496-108
3.105

Solution 1.44.

~ 499 s ~ 8,3 min.

a) Comptons les facteurs 5 et 2 dans 17!. Les multiples de 5 inférieurs ou
égaux a 17 sont 5,10,15, ce qui donne exactement 3 facteurs 5 (aucun
n'est multiple de 25). Il y a en revanche bien plus de facteurs 2 (au moins
un par nombre pair, donc largement plus de 3). Comme 17! contient donc
au moins 23 - 53 = 1000 comme diviseur, 17! se termine par trois zéros : ses
trois derniers chiffres sont 000.

b) Le nombre de zéros a la fin de n! est donné par le nombre de facteurs 5
dans sa décomposition (les facteurs 2 étant toujours plus nombreux) :

l627J 627J [627 l627

=125+2 1 =156.
5 25 125 625J dha 4o 56

627! se termine donc par 156 zéros.
Solution 1.45.

S =2%_1~1,84-10" grains ~ 9,2 - 10'* kg — bien supérieur a la production
mondiale annuelle.
Solution 1.46.

a) (1011), =8+0+2+1 = 11.
b) 25 =16 + 8 + 1, donc 25 = (11001),.

c) (101)s=1-25+0-5+1=26.
Solution 1.47.
(10110), =16 +4+2=22;47 =32+ 8+ 4 + 2+ 1 = (101111),.
Solution 1.48.

(1101101), =64 +324+0+8+4+0+1 = 109.
Pour 500 : 500 = 256 + 128 + 64 + 32 + 16 + 4, donc 500 = (111110100),.
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Chapitre 2

Théorie des ensembles

Dans une classe de 30 €léves, 18 apprennent
le francais, 15 apprennent l'allemand, et 4
n‘apprennent ni 'un ni I'autre. Combien ap-
prennent les deux langues ?

Le probleme semble simple et il I'est! — une
fois qu’on dispose du bon langage.

Ce langage, c'est la théorie des ensembles.
Georg Cantor I'a inventée a la fin du XIX€ siecle,
non pour résoudre des problemes d'emplois
du temps, mais pour comprendre I'infini.

Il découvrit quelque chose de stupéfiant : il y a
plusieurs tailles d’infini, et certains infinis sont
strictement plus grands que d'autres.

Kronecker, son maitre, le traita de «corrupteur
de la jeunesse». Hilbert, en revanche, déclara :
«Du paradis que Cantor a créé pour nous, nul
ne doit pouvoir nous chasser. »

La réponse au probléme des langues? 30 —
4 = 26 éleves étudient au moins une langue, et
18+ 15—26 = 7 étudient les deux. On reviendra
sur cette formule.!

'Les Faits : Georg Cantor a fondé la théorie des ensembles & la fin du XIXe siécle. Kronecker
(son ancien professeur) I'a qualifié de “charlatan scientifique”, de “renégat” et de “corrupteur
de la jeunesse” — citation bien attestée. Hilbert a écrit “Aus dem Paradies, das Cantor uns
geschaffen, soll uns niemand vertreiben kénnen” (“Personne ne pourra nous chasser du paradis
que Cantor a créé pour nous”) dans son article Uber das Unendliche, Mathematische Annalen,
vol. 95 (1926).
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CHAPITRE 2. THEORIE DES ENSEMBLES

Probléme d’ouverture. Une compétition mathématique soviétigue de
1961 posait la question suivante. Un groupe de 100 éléves a été interrogé:
28 aiment la physique, 30 les mathématiques, 42 la chimie; 8 aiment la
physique et les maths, 10 la physique et la chimig, 5 les maths et la chimie;
3 aiment les trois disciplines.

Combien d'éléves n'aiment aucune de ces trois disciplines?

2.1 Vocabulaire et notations

Définition 2.1 — ensemble et élément.

Un ensemble est une collection d'objets appelés éléments. On note :
- X € A:«x appartienta A»
- X € A:«Xx n'appartient pasa A»
- @ ou{}:I'ensemble vide (ne pas confondre avec {@}!)

Remarque 2.1. Pour qu'un ensemble soit utilisable, il doit étre bien défini : étant
donné un objet quelconque, on doit pouvoir dire sans ambiguité s'il appartient ou non
a l'ensemble. « L'ensemble des multiples de 7» est bien défini; «I'ensemble des bons
films» ne l'est pas, car «bon» est une question d'opinion.

Définition 2.2 — inclusion.

A C B signifie que tout élément de A appartient aussi a B : «A est inclus
dans B». Side plus A # B, on écrit A ¢ B (strictement inclus). On utilise
A ¢ B quand A n'est pas inclus dans B.

Proposition 2.3 — nombre de sous-ensembles.

Un ensemble a n éléments posséde exactement 2" sous-ensembles, dont
2" — 1 sous-ensembles propres (on retire 'ensemble lui-méme).

Exemple 2.1. {7;8} a 22 = 4 sous-ensembles : @, {7}, {8}, {7;8} (dont 3 = 22 — 1 sous-
ensembles propres).

Remarque 2.2. Ne pas confondre € (appartenance d'un élément) et C (inclusion
d'un ensemble) : 3 € {1;2;3} mais {3} C {1;2;3}. De méme: 0, {0}, ¥ et {@¥} sont quatre
objets distincts.

Définition 2.4 — notations spéciales.

Pour un ensemble A de nombres::
- A* = A\ {0}: éléments de A sauf zéro
- A, ={x € A| x> 0}:éléments positifs ou nuls
- A_={x € A| x <0}:éléments négatifs ou nuls
Exemples:N* ={1;2;3;...}; Z2* ={...;=3;—-2; —1}.
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Remarque 2.3. Egaux ou équivalents? Deux ensembles sont égaux s'ils ont exacte-
ment les mémes éléments. Deux ensembles sont équivalents s'ils ont le méme nombre
d'éléments (le méme cardinal), sans nécessairement contenir les mémes éléments.
Par exemple, {a; b; c} et {1; 2; 3} sont équivalents (tous deux de cardinal 3) mais ne sont
pas égaux.

2.2 Opérations sur les ensembles

Définition 2.5 — union, intersection, différence.

Soient A et B deux ensembles:

-AUB={x|x€Aouxe€B} (union, «A ou B»)
-ANB={x|x€Aetx €B} (intersection, «A et B»)
-A\B={x|x€Aetx ¢ B} (différence, «A sans B»)

Le «ou» de I'union est non exclusif: A U B contient aussi les éléments qui
sont dans les deux.

Exemple 2.2. A ={-5;3;4;6;8;9} et B=1{2;3;4;8;10}:
- AUB =1{-5;2;3;4;6;8;9;10}

- ANB =1{3;4;8}
- A\ B =1{-5;6;9}
- B\ A = {2;10}

Proposition 2.6 — formule d’inclusion-exclusion.

Pour deux ensembles finisA et B :
|JAUB| =|A|+ |B| - |ANB|.
Pour trois ensembles::
JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|AnB|—|ANnC|—|BNnC|+|AnBnNnC|.

Ici |[E| désigne le cardinal de E (son nombre d'éléments).

Définition 2.7 — ensemble universel et complémentaire.

Dans un contexte donné, 'ensemble universel U regroupe tous les élé-
ments considérés. Pour A C U, le complémentaire de A, noté A, est I'en-
semble des éléments de U qui n'appartiennent pasa A :

A={xeU|x¢gAl=U\A.

Exemple 2.3. U ={1;2;...;10} et A ={2;4;6;8;10} : alors A’ ={1,3;5;7;9}.
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CHAPITRE 2. THEORIE DES ENSEMBLES

Proposition 2.8 — lois de De Morgan.

Pour tous ensembles A,B C U :
(AnB) =A UB’ et (AUB) =A'NnB.

Autrement dit : le complémentaire d'une intersection est I'union des com-
plémentaires, et réciproquement.

2.3 Diagrammes de Venn

Définition 2.9 — diagramme de Venn.

Un diagramme de Venn représente des ensembles par des régions fer-
mées dans un rectangle ('ensemble universel). Chagque élément occupe
la région correspondant a sa caractérisation la plus précise.

Exemple 2.4. Représentation des ensembles de nombres:

R
~N

2.4 Intervalles réels

Définition 2.10 — intervalles.

Un intervalle est un sous-ensemble connexe de R :

[a;b] ={x € R|a < x<b} (fermé desdeux cotés)
la;b[ ={x € R|a < x < b} (ouvertdesdeux cotés)
[a;b] ={xeR|a<x<b} (
la;b]={x€eR|a<x<b} (
[a;+oo] ={x ER | x > a}

| —oo;b] ={x € R|x < b}

semi-ouvert a droite)
semi-ouvert a gauche)

Un crochet fermé ([ ou |) indique que la borne est incluse; un crochet
ouvert (] ou [) indique gu’elle est exclue. Les bornes +oo sont toujours
exclues.
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Exemple 2.5. Représentation de [—3; 5[ sur la droite réelle :

Un disque plein « indique une borne incluse, un cercle vide o une borne exclue.

Exemple 2.6. Déterminer | —1;+oo[N[-3;2[:

] —1; 400 o
[_3; 2[ —‘3 -2 -1 0 1 :2) 3
N O———C)

1 =1 +oo[n[-3;2[=] - 1;2[.

Produit cartésien. Le produit cartésien de A et B est :
AXB={(a;b)|a€A, be B}

Si|A| = met |B| = n,alors |JA X B| = mn. Le plan R? = R X R est I'ensemble
de tous les couples de réels.

2.5 Exercices

Exercice 2.1. Ecrire avec des notations ensemblistes :
a) L'ensemble comprenant les nombres 2, 5,11, —2 et 1.
b) L'ensemble des entiers naturels compris entre 22 et 2222 (inclus).
c) L'ensemble des entiers relatifs strictement négatifs.

d) L'ensemble des nombres rationnels strictement positifs.

Exercice 2.2. Compléter par le ou les symboles adéquats (€, &, C, G, U, N, \, =):

a) N...Z
b) —33...N
c) {33}...N

d) {3;4,5}u{5}= ...
e) {3;4,5}n{5}=...

f) {3;45}\ {5} =...
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g) {3;4;5;6;7}...{6;7;8;9} = {6; 7}
h N..Z=Z
i) {3;4;5;6;7}...{5;6;7;8;9} = {3; 4}

i) Z\{0} = ...

Exercice 2.3. Transcrire en notations ensemblistes:

a) «L'ensemble des nombresrationnels est inclus dansl'ensemble des nombres
réels.»

b) «—% N'appartient pas a Z.»
c) «'ensemble des entiers entre —12 et 13»
d) «L'ensemble des réels strictement supérieurs a \/_»
Et inversement, traduire en francgais :
e) QCR
flmgQ
Exercice 2.4. Décrire en francais chacune des expressions suivantes (ou A, B,
CccU):
a) An(BuUO)
b) AnB)uUC
c) AnB'nC’
Et inversement, traduire en notation ensembliste :
d) «L'ensemble des éléments qui sont dans A et dans B, mais pas dans C.»
e) «'ensemble des éléments qui ne sont ni dans A, ni dans B.»
Exercice 2.5. Quelles sont les significations des notations suivantes? Sont-

elles toutes distinctes?
o {0} o (o}

Exercice 2.6. Lister les éléments de chacun des ensembles suivants:
a) {xeN|5<x<10}
b) {x € Z| -3 < x < 3etxest pair}
c) {x | x est un diviseur de 18}

d) {x e N| x? <20}
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Exercice 2.7. Calculer le nombre de sous-ensembles et de sous-ensembles
propres de chacun des ensembles suivants:

a) A ={3;8;11;17;20;25;28}

b) B={x € N | x est un diviseur de 12}

c) I'ensemble vide
Exercice 2.8. Combien d'éléments doit avoir un ensemble pour posséder
exactement:

a) 16 sous-ensembles?

b) 64 sous-ensembles?

c) 15 sous-ensembles propres?
Exercice 2.9. Pourchaque paire d'ensembles, dire s'ils sont égaux, équivalents
sans étre égaux, ou ni l'un ni l'autre.

a) A={1;2;3}et B={3;2;1}

b) C ={a;b;c}et D ={1;2;3}

c) E=1{1;2;3;4} et F = {2;4}

d) I={x;ytet] ={x;y;z}

Exercice 2.10. Dire si chacun des ensembles suivants est bien défini. Justifier.
a) L'ensemble des nombres pairs.
b) L'ensemble des bons films.
c) L'ensemble des multiples de 7 inférieurs a 100.

d) L'ensemble des éléves sympathiques de la classe.

Exercice 2.11. Identifier chague ensemble comme fini ou infini.
a) {2;4;6;...;28}
b) {6;12;18;...}
c) {x eN|x> 30}
d {xeQ|0<x<1}

e) I'ensemble des lettres de I'alphabet francais

Exercice 2.12. Trouver n(A) pour chacun des ensembles suivants.
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a) A=1{0;1;2;3;4; 5}
b) A =1{2;4;6;...;100}
c) A ={x| x est une lettre du mot MATHEMATIQUES}

d A=0Q

Exercice 2.13. Donner un exemple de deux ensembles A et B tels que:
a) ANnB = @ (ils sont disjoints);
b) A C B;
c) A = B, mais décrits de deux facons différentes;

d) A et B sont équivalents sans étre égaux.

Exercice 2.14. Vrai ou faux? Justifier.

a) @ C A pour tout ensemble A.

b) @ € A pour tout ensemble A.

c) A C A pour tout ensemble A.

d) A € A pour tout ensemble A.
Exercice 2.15. Soient A ={-5;3;4,6;8;9} et B = {2; 3;4;8;10}. Déterminer A U B,
ANB,B\AetA\B.

Exercice 2.16. Soient A = {1;2;3;4;5;6;7}, B = {2;4;6;8;10} et C = {1,3;5;7;9}.
Déterminer:

a) AnBnC

b) AUBUC

c) AnB)UC

d) An(BUC)
Exercice 2.17. Soit U ={1;2;...;12} 'ensemble universel, A = {2;4;6; 8;10; 12} et
B ={1;2;3;4;5;6}.

a) Déterminer A’ et B'.

b) Déterminer A’ N B’ et (A U B)'. Que remargue-t-on?

c) Déterminer A’ UB’ et (A N B)'. Que remargue-t-on?
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Exercice 2.18. [MA2] Pour A et B des ensembles quelconques, dire si chaque
affirmation est toujours vraie ou pas toujours vraie (donner un contre-exemple
si ce n'est pas toujours vrai).

a) ACAUB

b) AUBCA

c) ANBCA

d) n(AuUB) = n(A) + n(B)

e) n(AUB) =n(A) + n(B) —n(AnB)
f) SiA C B,alors AUB = B.

g) SiACB,alorsANB=A.

Exercice 2.19. Trouver les ensembles C et D sachant que:
a) CUD =1{1;2;3;4;,5},CNnD =1{2;3;4,,1¢ D\ Cet5¢ C\D.
b) CuD ={2;3;4;5}et CNnD = {2;4}. Donner toutes les possibilités.

Exercice 2.20. Représenter les ensemblesN C Z C Q C R par un diagramme
de Venn, ety placer:

0 =

57 —
—420; 5 2333, 1076; —29,2364; +/22; o

Exercice 2.21. Pour chacune des expressions suivantes, représenter par un
diagramme de Venn a trois cercles A, B, C et hachurer la région correspondante :

a) AnB)uC
b) An(BUC)
c) AnB)\C
d) BUC)\(ANB)
e) AnB)\(BUC)
Exercice 2.22. On considere un diagramme de Venn a deux ensembles A et B

dans un univers U. Associer a chacune des quatre régions suivantes I'expression
ensembliste qui la décrit, parmiANB, A\ B, B\Aet (AUB)":

a) larégion commune aux deux ensembles;
b) la région qui appartient a A mais pas a B;

c) larégion qui appartienta B mais pasaA;
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d) la région extérieure aux deux ensembles (mais a I'intérieur de U).

Exercice 2.23. Ecrire sous forme d'intervalle les ensembles représentés :

a) ——ode —523a —1 (borne gauche incluse, droite exclue)
b) o— « de —7 a 2 (borne gauche exclue, droite incluse)
C) o o de —3 a 4 (les deux incluses)

d) fleche vers +oo depuis —2 (inclus)

Exercice 2.24. Ecrire sous forme d'intervalle, puis représenter sur la droite
réelle :

a) {(xeR|2<x<8}

b) {xeR|x> -3}

c) {xeR|—-4<x <45}

d {xeR|x<n}

e) «'ensemble des réels strictement supérieurs a \/_»

f) «L'ensemble des entiers inférieurs ou égaux a 8» (attention : entiers, pas

réels!)

Exercice 2.25. Dans un parc de loisirs, soit t |a taille d'un enfant en meétres.
Ecrire pour chague attraction l'intervalle des tailles autorisées :

a) Réservée aux enfants de moins de 1,40 m

b) Réservée aux enfants d'au moins 1,40 m

c) Interdite aux enfants de 1,40 m et moins

d) Interdite aux enfants de plus de 1,40 m

Exercice 2.26. Soient A =] —15;12] et B =[-2;15][.
a) Représenter A et B sur la méme droite réelle.

b) Déterminer AUB,ANB,B\ AetA\ B;donner les réponses sous forme
d'intervalles et sous forme {x e R | ...}.

Exercice 2.27. On considére::
A=]-52], B=[0;5[, C=]-33[, D=[-33]
a) Représenter les quatre intervalles sur la droite réelle.
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b) DéterminerANB,AUB,DN{xeR|x<2},A\CetD)\C.

Exercice 2.28. On considére les ensembles suivants:

A={xeR|-5<x<2} E={xeR|x<2}
B={xeR|0<x<5} F={xeR|-5<x}
C={xeR|-3<x<3} G={xeR|-3<x}
D={xeR|-3<x<3} H={xeR|x< -3}

a) Ecrire chacun sous forme d'intervalle.
b) Représenter graphiquement.
c) DéterminerANB,AUB,DNE,ENG,BUE,FUG,A\C,D\CetG\H.

Exercice 2.29. Soit A =] — 2;5]. Déterminer A N N en listant ses éléments
(attention : ce n'est pas un intervalle réel!).

Exercice 2.30. Dans une classe de 30 éléves, 18 font du sport, 15 jouent d'un
instrument, et 4 ne font ni l'un ni 'autre. Combien font les deux activités?

Exercice 2.31. Dans une entreprise de 60 employés, T est 'ensemble de ceux
qui parlent anglais et F celui de ceux qui parlent allemand, avec n(T) = 38,
n(F)=25etn(TNnF) =15

a) Combien d'employés parlent anglais ou allemand?
b) Combien ne parlent ni l'un ni l'autre?

c) Combien parlent anglais seulement?

Exercice 2.32. Résoudre le probleme d'ouverture : parmi 100 éléves, 28 aiment
la physique (P), 30 les maths (M), 42 la chimie (C), |[Pn M| = 8, |[P n C| = 10,
IMNC|=5,|PNnMnC|= 3. Combien naiment aucune des trois disciplines?

Exercice 2.33. [MA2] Une enquéte a été menée aupreés de 80 éléves d'un
college sur leurs loisirs préférés parmi le football (F), la lecture (L) et la musique
(M) :

35 aiment le football 15 aiment le football et la lecture
40 aiment la lecture 12 aiment le football et la musique
30 aiment la musique 10 aiment la lecture et la musique
5 aiment les trois activités

a) Combien d'éleves n'aiment aucune de ces trois activités?
b) Combien d'éléves aiment exactement une de ces trois activités?

c) Combien d'éléves aiment le football, mais ni la lecture ni la musique?
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Indication : comme dans l'exemple du chapitre, répartissez d’‘abord les 5 éleves
qui aiment les trois activités, puis les régions qui n'en concernent que deux, et
enfin celles qui n'en concernent qu'une seule.

Exercice 2.34. [MA2] Soit A ={1;2;3} et B = {a; b}.
a) Lister tous les éléments de A X B.
b) Veérifier:|A X B| = |A| - |B|.
c) Combien d'élémentsa A X A? Les lister.
d) Le plan R? = R X R : quelle est la signification géométrique d'un élément
()7
Exercice 2.35. [MA2] Soit A = {1;2;3;4} et B = {x; y}.
a) Combien d'élémentsa A X B?
b) Combien de sous-ensembles a 'ensemble A X B?

c) Combien de sous-ensembles ont respectivement A et B? Le produit de
ces deux nombres est-il égal a la réponse de la question précédente?
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2.6 Résumé du chapitre

Notations fondamentales
- x € A (appartient) x & A (n'appartient pas) @ (ensemble vide)
- A CB(inclus) A € B (strictement inclus)
- A" =A\{0} A, (positifs) A_ (négatifs)
- Ne pas confondre : 0, {0}, @, {@}

Opérations
- AUB:union AnNB:intersection A\ B:différence
- Formule:|AUB| = |A| + |B| — |[ANB|

Intervalles
- [a;b] fermé a;b[ ouvert [a;b[, ]a; b] semi-ouverts
- +oo toujours exclu : [a; +oo[, | — o0; b]
- e =borneincluse o =borne exclue

Ensembles de nombres
NCZCOQGCR
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2.7 QCM — Théorie des ensembles

Une seule réponse correcte par question.

1. {3;4;,5}n{5,6;7} =7
a) {3;4;5;6;7}

b) {5}

)

) {35

0

%)
{

(o}

;4%

2. Lequel de ces symboles exprime I'appartenance d'un élément?

a)

O
N

0
I miN

)
)
)

o

3. Laquelle de ces assertions est fausse?
a) NG Z

b) V2 ¢
o) {0}=0
d QCR

4. Z\ Nestégala:

a

0 O
NNZN

)
)
)
)

*

o

5. |A|=10,|B|=7,]ANB| =3.JAUB| =2

Q
\®]
(e)

O

2008
e —
NN

a) 1-3;2[
b) 1-1;2[
c) [-3;+o0]
d) ] —1;400]

7. Lintervalle [—2; 3] correspond a:
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a) {xeR|-2<x<3}
b) {xeR|-2<x<3}
c) {xeR|-2<x<3}
d {xeR|-2<x<3}

8. | — 00;4] U [2;+00[=7
a) [2;4]
b) ] — o0;2]
) R

) [2;+00[

O n

Réponses:1-b 2-c 3¢ 4d 5-¢c 6-b 7-b 8-
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2.8 Corrigés

Solution 2.1.

a.{—-2;1;2;511}; b.{n e N | 22 < n < 2222};c. Z* ={...;-3;-2;—1};d. Q% = {x €
Q| x>0}

Solution 2.2.

a.NCZ;b -33¢&N;c. {33} € N;d.{3;4;5}; e.{5};f. {3;4}; 9. n; h. U;i. \;]. Z*.
Solution 2.3.

a.QCR;b. —Z ¢Z,c.{nez|-12<n<13};d ]\/5;+oo[; e. «Q est strictement
inclus dans R»; f. «r n'est pas rationnel».

Solution 2.4.

a.«Leséléments quisontdans A, et quisontdans Boudans C.» b. «Les éléments
qui sont dans A mais pas dans B, ou qui sont dans C.» c. «Les éléments qui ne
sont dans aucun des trois ensembles A, B,C.» d.(AnB) \ C.e. (AUB)' (ou, de
facon équivalente par De Morgan, A' N B’).

Solution 2.5.

0:le nombre zéro; {0} : 'ensemble contenant uniquement zéro; @ : 'ensemble

vide (aucun élément); {@}: 'ensemble contenant 'ensemble vide (un élément!).

Ces quatre objets sont bien distincts.

Solution 2.6.

a.{5;6;7;8;9}; b. {—2;0;2}; c. {1;2;3;6;9; 18}; d. {0; 1; 2; 3;4} (car 4> = 16 < 20 mais
52 =25 £ 20).

Solution 2.7.

a. n(A) = 7, donc 27 = 128 sous-ensembles, dont 127 propres. b. B =
{1;2;3;4;6;12}, n(B) = 6, donc 2% = 64 sous-ensembles, dont 63 propres. c. n(Q@) =
0, donc 2° = 1 sous-ensemble (@ lui-méme) et 0 sous-ensemble propre.
Solution 2.8.

a.2" =16 = 2% doncn =4.b.2" = 64 = 25, doncn = 6.¢c. 2" —1 = 15, donc
2" =16 = 2% donc n = 4.

Solution 2.9.

a. Egaux (mémes éléments, l'ordre ne compte pas). b. Equivalents mais pas
égaux (méme cardinal 3, éléments différents). c. Ni 'un ni l'autre (n(E) = 4 #
2 = n(F)). d. Ni l'un ni l'autre (n(I) = 2 # 3 = n(J)).

Solution 2.10.

a. Bien défini : le critére («pair») est objectif. b. Mal défini : «bon» dépend de

'opinion de chacun. c. Bien défini : critere numérique précis. d. Mal défini :

«sympathique» est subjectif.
Solution 2.11.

a. Fini (14 éléments). b. Infini (la liste des multiples de 6 ne s'arréte pas). c. Infini.

d. Infini (il y a une infinité de rationnels entre 0 et 1). e. Fini (26 lettres).
Solution 2.12.

a.n(A) = 6. b. n(A) = 50. c. Les lettres distinctes sont M, A, T, H, E, |, Q, U, S, donc
n(A) = 9 (attention a ne pas compter deux fois M, A, T, E). d. n(4) = 0.
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Solution 2.13.

Réponses possibles (il en existe beaucoup d'autres) : a. A = {1;2}, B = {3;4}.
b.A={1;2},B={1;2;3}.cA={xeN|x<3},B={0;1;2}.d. A ={1;2}, B={a;b}.
Solution 2.14.

a. Vrai: 'ensemble vide est sous-ensemble de n'importe quel ensemble. b. Faux
en général : @ n'est élément de A que si A le contient explicitement comme
élément (par exemple A = {@; 1}). c. Vrai : tout ensemble est sous-ensemble de
lui-méme. d. Faux : par définition, A € B exige A # B; un ensemble n'est jamais
un sous-ensemble propre de lui-méme.

Solution 2.15.

AUB =1{-5;2;3;4;6;8;9;10}; AN B ={3;4;8}; B\ A ={2;10}; A\ B ={-5;6;9}.
Solution 2.16.

a.ANBNC = @ (aucun élément commun aux trois — normal, B ne contient que
des pairset C que desimpairs). b. AUBUC = {1;2;3;4;5;6;7;8;9;10}.c. (ANB)UC =
{2;4;,6}U{1;3;5;7;9} ={1;2;3;4;5;6;7;9}. d. AN (BUC) = A, car tous les éléments
de A (de 1a7)se trouvent déja dans BU C.

Solution 2.17.

a. A" ={1;3;5;7;9;11}; B = {7;8;9;10;11;12}. b. A’ nB" = {7;9;11} et (AU B)' =
{7;9;11} : on retrouve la loi de De Morgan (AUB) = ANB.c A UB =
{1;3;5;7;8;9;10;11;12} et (ANB)' ={1;3;5;7;8;9;10;11; 12} : on retrouve I'autre loi
de De Morgan,(AnB) =A"UB'.

Solution 2.18.

a. Toujours vraie. b. Pas toujours:avec A = {1;2}, B = {3}, AUB = {1;2;3} € A.
c. Toujours vraie. d. Pas toujours : valable seulement siANB = @; avec A = {1, 2},
B = {2;3}, n(A U B) = 3 # 4. e. Toujours vraie (formule d'inclusion-exclusion).
f. Toujours vraie. g. Toujours vraie.

Solution 2.19.

a.1¢ D\ Csignifiel¢ Doul e C;5¢ C\Dsignifie5 & Cou5 € D;lasolution
est C ={1;2;3;4}, D ={2;3;4;5}.

b. Les éléments 3 et 5 doivent étre dans exactement I'un des deux ensembles;
ilyad4possibilités:3e€ C,5€(C;3€(C,5€eD;3€eD,5€C;3€D,5€D.
Solution 2.20.

N 2333, % =0,59=6;Z\N:—420:Q\ Z: 5377 1076, —29,2364; R \ @ :4/22.
Solution 2.21.

Solution 2.22.
a.ANB;b.A\B;c.B\A;d.(AUB)".
Solution 2.23.

a.[-5—-1[;b. ] —=7;2];c.[-3;4]; d. [-2; +00].
Solution 2.24.

a.[2;8[;b.]—3;+[;c.] —4;45];d. ] — o0; 7]; €. ]\/E;+oo[;f. {neZ|n<8}(pas
un intervalle réel!).
Solution 2.25.

a.t €]0;1,40[; b. t € [1,40; +oo[; c. t €]1,40; +o0[; d. t €]0;1,40].
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Solution 2.26.
b.AUB =]—-15;15[;AnB =[-2;12]; A\ B =] — 15;—2[; B\ A =]12;15[.
Solution 2.27.

b.ANB = [0;2];AUB =]-5; 5[; DN]—o0;2[= [-3; 2[; A\ C =]-5; —3]; D\C = {-3;3}.

Solution 2.28.

a.A=]-52],B=[0;5,C=]-3;3[,D =[-3;3], E =] — 00;2[, F =] — 5;+00],
G =[-3;+[,H =] —0;-3].c.ANB=1[0;2];AUB =] —=5;5[;DNE = [-3;2];
ENG = [-3;2[; BUE =]—00;5[; FUG =]—=5;+[; A\ C =]-5;-3]; D\ C = {-3;3};
G\ H=]-3;+0][.

Solution 2.29.

ANN={0;1;2;3;4; 5}

Solution 2.30.
ISUI|=30—-4=126.SNI|=18+15—-26=7.
Solution 2.31.

a.n(TUF)=38+25—15=48.b.60—48 = 12 employés. c.38 —15 = 23 employés
parlent anglais seulement.
Solution 2.32.

IPUMUC| =28+30+42—-8—10—- 543 = 80. Aucune discipline: 100 — 80 = 20
éléves.
Solution 2.33.
On répartit les 80 éleves dans les 8 régions du diagramme, en partant du centre::
- les trois activités: 5;
- football et lecture seulement:15 -5 = 10;
- football et musique seulement:12 -5 =7,
- lecture et musique seulement:10 -5 = 5;
- football seulement:35—-10—7—-5=13;
- lecture seulement:40—-10—-5—-5 = 20;
- musique seulement:30-7—-5-5=13.
Total dans au moins une activité : 13+ 20+ 13+ 10+ 7+ 54+ 5 = 73.
a.Aucune activité:80—73 = 7 éleves. b. Exactement une activité:134+20+13 = 46
éléves. c. Football seulement : 13 éléves.

Solution 2.34.

a.(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b).b.6 =3 - 2. [(c. 9 éléments: (i, j) avec
i,j €{1;2;3}.d. Un point du plan, de coordonnées (x, y).

Solution 2.35.

a.n(AxB) =n(A)-nB) =4-2 =8 b. AXBa 8 éléments, donc 28 = 256
sous-ensembles. c. A a 2* = 16 sous-ensembles, B a 22 = 4 sous-ensembles;
leur produit vaut 16 - 4 = 64, ce qui n'est pas égal a 256! Contrairement au
cardinal, le nombre de sous-ensembles d’'un produit cartésien ne se calcule
pas en multipliant les nombres de sous-ensembles de chagque ensemble.
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Chapitre 3
Argumenter et démontrer

Vers 300 avant notre ére, Euclide d’Alexandrie
rassemble dans ses Eléments tout ce que les
Grecs savent de la géométrie. Mais ce qui rend
ce livre unique n'est pas ce qu'il contient, c'est
la maniére dont il e dit.

%EVCLIDIS MEG A-

. RENSIS CLARISSINI PHILOSOPHI, MATHENATICG.
rum failé principis, primitm ex Campano, deinde ex Theone Gra

Euclide part de cinqg postulats simples, admis

sans preuve, et en déduit des centaines de mberto Ve

théoréemes par la seule force du raisonnement.
Aucune figure n'est une preuve. Aucune me-
sure n'est une preuve. Seule la logique compte.

Deux mille ans plus tard, nous faisons exacte-
ment pareil.!

ncto, Geometricorum elementorum liber pririus.
Ex Canpanoseriplex principioram génus.
) Primum, Difinidoncs, <&
5] Vndus cicuiusparsnonelt. 2 Linea,eft
3| fongitudo finelacitudine: 3 Cuius quidem
extremitates, fintduopundia. 4 Lincare.
R | @a,cltabunopiicto adaliumbreuiffima ex-
S| enfioin extremitates faas eam recipiens.
0| s Superticiescit,que longitudinem 8¢ fati
L A tudinem tantiim habet: 6 Cuius quidem
A| termini,func linex. 7Superficies plana,eft
ineaadaliam breuiflima exten

exremitacesfuas eamrecipicns.
Puadls at g, Lince. S0

3.1

Définition 3.1 — proposition.

Propositions et connecteurs logiques

Une proposition (ou énoncé) est une phrase mathématique qui est soit

vraie, soit fausse — pas les deux a la fois.

Les faits : Euclide d’Alexandrie, vers 300 av. J.-C., auteur des “Eléments”; trés peu de faits
biographiques slrs sur Euclide nous sont connus : on sait peu de choses de sa vie.
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CHAPITRE 3. ARCUMENTER ET DEMONTRER

Exemple 3.1. «2+ 2 = 4» est une proposition vraie. «\/5 € Q» est une proposition
fausse. «x > 0» n'est pas une proposition (valeur de x inconnue) — c'est un prédicat.

Les connecteurs logiques permettent de combiner des propositions :

Définition 3.2 — négation, conjonction, disjonction.

Soient P et Q deux propositions.
- Négation =P : vraie si P est fausse.
- Conjonction P A Q : vraie si P et Q sont toutes deux vraies.
- Disjonction P Vv Q : vraie si au moins lI'une des deux est vraie.

3.2 Implication et équivalence

Définition 3.3 — implication.

L'implication P = Q (lire : «P implique Q» ou «si P alors Q») est fausse
uniguement quand P est vraie et Q est fausse.

Dans P = Q, on appelle P 'hypothése et Q la conclusion.

Définition 3.4 — réciproque et contraposée.

Soit I'implication P = Q.
- Saréciproque est Q= P.
- Sa contraposée est Q = —P.

Théoréme 3.5 — contraposée.

Une implication et sa contraposée sont toujours simultanément vraies ou
fausses:
P> Q) < (~Q= —P).

En revanche, une implication et sa réciproque sont indépendantes.

Exemple 3.2. Implication : «si n est pair, alors n? est pair ».
Contraposée : «si n? est impair, alors n est impair». (équivalente)
Réciproque: «si n? est pair, alors n est pair ». (vraie aussi, mais c’est un théoréme distinct !)

Définition 3.6 — équivalence.

L'équivalence P < QsignifieP => Qet Q = P. On dit que P et Q sont
équivalentes.
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3.3 Quantificateurs

Définition 3.7 — quantificateurs.

- Vx € E, P(x) : «pour tout x dans E, P(x) est vraie» (quantificateur
universel).

- dx € E, P(x): «il existe au moins un x dans E tel que P(x) est vraie»
(quantificateur existentiel).

Proposition 3.8 — négation des quantificateurs.

—(Vx € E, P(x)) < 3x € E, ~P(x).
—(3x € E, P(x)) < Vx € E, ~P(x).

Exemple 3.3. La négation de «tout entier naturel est pair» est «il existe un entier
naturel qui n'est pas pair» (vrai: 1).

3.4 Modes de raisonnement

Définition 3.9 — axiome, conjecture, théoréme, démonstration.

Un axiome est une Vvérité admise sans démonstration, sur laquelle se
fondent les théories mathématiques (par exemple : par un point donné
passe une unique paralléle a une droite donnée).

Une conjecture est une supposition fondée sur des apparences, non (en-
core) démontrée. D'apres le principe du tiers exclu, une conjecture est
soit vraie, soit fausse — jamais les deux, jamais ni l'une ni I'autre. Si elle est
vraie, elle I'est sans exception.

Une démonstration est un raisonnement qui établit la véracité d'une
conjecture a partir d'axiomes, de définitions et de résultats déja démontrés.
Un théoréme est une conjecture qui a pu étre démontrée.

Exemple 3.4. La conjecture de Goldbach — «tout nomlbre pair supérieur a 2 est la
somme de deux nombres premiers» — a été énoncée en 1742 et n'est toujours pas
démontrée a ce jour : ce n'est donc pas (encore) un théoreme, malgré des millions
d'exemples numériques qui la vérifient.

Proposition 3.10 — chiffre des unités.

Un entier positif n se termine par le chiffre i (avec i € {0,1,...,9}) si et
seulement si il existe k € N tel que n = 10k + i.
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CHAPITRE 3. ARCUMENTER ET DEMONTRER

Définition 3.11 — raisonnement direct.

On démontre P = Q en partant de P et en enchainant des implications
jusgu’a obtenir Q.

Définition 3.12 — raisonnement par contraposée.

On démontre P = Q en prouvant =Q = —1P. Utile quand la contraposée est
plus facile a manipuler.

Définition 3.13 — raisonnement par 'absurde.

On suppose P vraie et Q fausse (i.e. 7Q vraie), et on cherche une contradic-
tion. Si on en trouve une, alors P = Q est vraie.

Définition 3.14 — contre-exemple.

Pour réfuter Vx € E, P(x), il suffit d'exhiber un seul x, € E tel que P(x,) est
fausse.

Exemple 3.5. Réfuter: «pourtout n € N, n? + n + 41 est premier».
Contre-exemple : n = 40 donne 402 + 40 + 41 = 412, non premier.

Raisonnement par récurrence. Pour démontrer P(n) pour tout n > ny :
1. Initialisation : vérifier P(n,).
2. Hérédité : supposer P(n) vraie pour un n quelconque et démontrer

P(n+1).
1
Exemple. Montrer que ZZ=1 k= @

Init.:n=1:1=£./

2
.on+l Kk = n(n+1)

Her: Yo k=—=—+0n+1)=

(n+1)2(n+2)‘ v/

3.5 Exercices

Exercice 3.1. Ecrire la contraposée et la réciproque de chaque implication.
Préciser si la réciproque est vraie ou fausse.

a) Sin est divisible par 4, alors n est pair.
b) Six > 0,alors x? > 0.

c) Si f est dérivable en q, alors f est continue en a.
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Exercice 3.2. Démontrer par I'absurde que si n? est pair, alors n est pair.

Exercice 3.3. Ecrire la négation de chaque proposition, puis dire si la proposi-
tion originale est vraie ou fausse.

a) VxeR, x2>0
b) Ix eR, x* =-1

c) VxeR,yeR, x+y=0

Exercice 3.4. Réfuter par un contre-exemple:

a) «Pour tout n € N*, 2" > n?».

b) «Pourtoutx € R, |x+ 1| = |x| + 1».
Exercice 3.5. Démontrer directement que le produit de deux entiers impairs
est impair.

Exercice 3.6. Ecrire la contraposée et la réciproque de chaque implication.
Préciser si la réciprogue est vraie ou fausse.

a) Siun quadrilatére est un carré, alors ses diagonales sont perpendiculaires.
b) Siab=0,alorsa=00oub=0.

C) Sinest premieretn > 2, alors n estimpair.

Exercice 3.7. Démontrer par l'absurde que \/5 & Q. Indication : utiliser le

résultat de 'exercice 3.2 (si n? est pair, alors n est pair) et supposer \/_ = p/q
avec p/q irréductible.

Exercice 3.8. Traduire chaque phrase en langage courant a l'aide de quantifi-
cateurs, puis dire si 'énoncé obtenu est vrai ou faux.

a) Tout nombre réel posséde un carré positif ou nul.
b) Il existe un entier naturel plus grand que tous les autres.

c) Chaque entier naturel non nul admet un diviseur premier.

Exercice 3.9. Réfuter par un contre-exemple:
a) «Sia®=b? alorsa = b».
b) «Pour toutn € N, n®> — n + 11 est premier».

c) «La somme de deux nombres irrationnels est irrationnelle ».

Exercice 3.10. Démontrer directement chaque affirmation.
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a) La somme de deux entiers pairs est paire.

b) Sinestun multiple de 6, alors n est un multiple de 3.
Exercice 3.11. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier
(par une preuve directe si vrai, par un contre-exemple si faux).

a) Pourtoutn € N, si nest un multiple de 3 et de 4, alors n est un muiltiple
de 12.

b) Pourtout x,y € R, (x + y)? = x? + y2,

c) Pourtoutn € Z, netn+ 1 ne sont jamais tous les deux pairs.
Exercice 3.12. Traduire chague implication en utilisant «condition nécessaire»
ou «condition suffisante» (au choix, une seule formulation par affirmation).

a) Siun nombre est un multiple de 10, alors il est un multiple de 5.

b) Etre majeur est nécessaire pour voter.

c) Habiter a Genéve est suffisant pour habiter en Suisse.

Exercice 3.13. Attention :la négation de «tous les éléves de la classe ont réussi
le test» n'est pas «aucun éléve n'a réussi le test ». Ecrire la négation correcte de
chaque affirmation.

a) Tous les éléves de la classe ont réussi le test.
b) Aucun triangle de cette figure n'est isocele.
c) Certains nombres premiers sont pairs.
Exercice 3.14. Pour chaque paire d'implications, dire si elles sont équivalentes

('une est la contraposée de I'autre) ou indépendantes (I'une est la réciproque
de l'autre).

a) «Sin est pair, alors n n'est pas premier (pour n > 2)» et «si n est premier et
n > 2, alors n est impair».

b) «Six = 3,alors x> = 9» et «si x> =9, alors x = 3».
Exercice 3.15. Les affirmations suivantes utilisent deux quantificateurs. Ecrire
leur négation, puis dire si I'affirmation de départ est vraie ou fausse.

a) VxeR,dJyeR, y>x.

b) IxeR, VyeR, xy=y.

Exercice 3.16. Réfuter par un contre-exemple, ou démontrer si l'affirmation
est vraie.
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a) «Pourtoutn € N, si nest un multiple de 2 et de 3, alors n est un multiple
de 5».

b) «Pourtous a,b € R, sia < b alors a? < b?».

Exercice 3.17. Démontrer par I'absurde : il n'existe pas de plus grand entier
naturel.

Exercice 3.18. Démontrer directement : pour tout n € N, n(n + 1) est pair.

Exercice 3.19. Démontrer par récurrence que, pour toutn > 1,

z K2 = n(n+1)2n + 1).
2 6

Exercice 3.20. Le mathématicien Jacques Ozanam (1640-1717) proposait le
tour suivant : choisir un nombre A a trois chiffres; former B en échangeant le
chiffre des centaines et celui des unités de A; calculer C, la différence (positive)
entre le plus grand et le plus petit des deux nombres A et B; former D en
échangeant a nouveau le chiffre des centaines et celui des unités de C; calculer
enfin C + D.

a) Tester ce procédé avec A = 481, puis avec un autre nombre de ton choix.
b) Enoncer une conjecture sur le résultat obtenu.

c) (MA2) Démontrer cette conjecture en notant A = 100a+10b+c (avec a > c,
pour fixer les idées).

Exercice 3.21. En utilisant la proposition sur le chiffre des unités, écrire chaque
conjecture sous forme d'implication, puis dire si elle est vraie ou fausse.

a) Pourtoutn € N, 3n + 3 se termine par 3.

b) Pourtoutn € N, 10n + 4 se termine par 4.

c) Pourtoutn € N, 2n ne se termine jamais par 5.
Exercice 3.22. Pour chacune des affirmations suivantes : identifier I'hypotheése
et la conclusion, I'écrire sous la forme «si..., alors...», puis donner sa réciprogue

et sa contraposée. On ne demande pas de démontrer les affirmations elles-
mémes.

a) Tous les félins sont carnivores.

b) S'il gele, les routes sont glissantes.

59

3.5. EXERCICES
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Exercice 3.23. On suppose vraie I'implication : «s'il neige quand je sors, alors
je mets mes gants».

a) Tu constates que je n'ai pas mes gants. Tu en déduis qu'il ne neigeait pas
guand je suis sorti(e).

b) Tu constates que j'ai mes gants. Tu en déduis qu'il neigeait quand je suis
sorti(e).

Dans chacun des deux cas, s'agit-il d'un raisonnement basé sur la contraposée
(donc valide) ou sur la réciproque (donc non valide en général)?

Exercice 3.24. Démontrer la conjecture suivante : le produit d'un multiple de
8 et d'un nombre entier se terminant par 5 est toujours un multiple de 10.

Exercice 3.25. On admet le critére suivant : un entier n = 10k + m (ou m
est le chiffre des unités et k le nombre de dizaines) est divisible par 7 si et
seulement si k + 5m est divisible par 7.

a) Vérifier ce critére surn = 658 (658 = 65 - 10 + 8).

b) Démontrer ce critére dans le cas général. Indication : on pourra
utiliser que 50 = 1 (mod 7), c'est-a-dire que 50 — 1 = 49 est un
multiple de 7.
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3.6 Résumé du chapitre

Vocabulaire de la démonstration

- Axiome : vérité admise sans démonstration

- Conjecture : supposition non (encore) démontrée — soit vraie, soit fausse
(tiers exclu)

- Théoréme : conjecture qui a été démontrée

- Démonstration : raisonnement établissant la véracité d'une conjecture a
partir d'axiomes et de résultats déja démontrés

- nsetermine par le chiffrei < n=10k+i, k €N

Implication et équivalence
- P= Q:fausse uniquement si P vraie et Q fausse
- Contraposée de P = Q: 7Q = —P — toujours équivalente
- Réciproque de P= Q:Q = P —indépendante
- P <= Q:P=>QetQ=>P

Quantificateurs
- Vx € E, P(x) — vrai pour tous les x
- dx € E, P(x) — vrai pour au moins un x
- Négation: 2(Vx, P) < 3dx, P
- Négation: ~(3x, P) < Vx, P

Modes de raisonnement
- Direct : chaine d'implications P= --- = Q
- Contraposée : démontrer Q = 1P
- Absurde : supposer P A =1Q et trouver une contradiction
- Contre-exemple : un seul suffit pour réfuter un Vv
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3.7 QCM — Argumenter et démontrer

Une seule réponse correcte par question.

1. Quelle est la contraposée de «si n est pair, alors n? est pair»?

a) Sin? est pair, alors n est pair.

b) Sin est impair, alors n? est impair.
c) Sin?estimpair, alors n est impair.
d) Sin est pair, alors n? est impair.

2. L'implication P = Q est fausse quand :

a
b
c
d

P est fausse et Q est vraie
P est vraie et Q est vraie

P est vraie et Q est fausse
P est fausse et Q est fausse

)
)
)
)

3. Quelle est la négationde Vx € R, x> > 07

Vx eR, x*2<0
IxeR, x2<0
IxeR, x2>0
Vx eR, x2<0

a)
b)
c)
d)

4, Pour réfuter I'assertion «tout nombre premier est impair», on peut:

a) Montrer que tous les nombres premiers sont impairs.
b) Exhiber un nombre premier pair.

c) Montrer gu'il existe un nombre impair non premier.
d) Utiliser la contraposée.

5. Une implication et sa réciproque sont :

Toujours toutes deux vraies.

Toujours simultanément vraies ou fausses.
Indépendantes — lI'une peut étre vraie et I'autre fausse.
Toujours toutes deux fausses.

6. Dans un raisonnement par l'absurde pour démontrer P = Q, on suppose :

a) Pvraie et Q vraie

b) P fausse et Q vraie
c) Pvraie et Q fausse
d) P fausse et Q fausse

7. P &< (Qestéquivalenta:
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a) P=> Q seulement
b) Q= Pseulement
c) (P=>Q)et(Q=>P)
d) 7P = —Q

8. Laquelle de ces propositions est vraie?

a) VxeR, x>0
b) IxeER, x2=-1
c) VxeR, x2>0
d IxeR, x+1<x

9. Quelle est la différence entre une conjecture et un théoréme?

a) Aucune, ce sont des synonymes.

b) Une conjecture est fausse, un théoréme est vrai.

c) Unthéoréme est une conjecture qui a été démontrée.

d) Une conjecture concerne les nombres, un théoreme la géométrie.

10. D’apres la proposition du chiffre des unités, un entier n se termine par 7 si et
seulementsi:

a) n="7k,aveck € N

b) n=10k + 7,avec k € N
c) n/10 =7

d) n— 7 est premier

Réponses:1-c 2-¢c 3-b 4b 5c¢c 6-¢c 7c 8c 9-c 10-b
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3.8 Corrigés

Solution 3.1.

a) Contraposée :si n est impair, alors n n'est pas divisible par 4. Réciproque :
si n est pair, alors n est divisible par 4. Fausse (n = 2).

b) Contraposée :si x> < 0, alors x < 0. Réciproque : si x> > 0, alors x > 0.
Fausse (x = —1).

c) Contraposée :si f n'est pas continue en a, alors f n'est pas dérivable en
a. Réciproque : si f est continue en q, alors f est dérivable en a. Fausse

(f(x) = |x| en0).
Solution 3.2.

Supposons n? pair et n impair. Alors n = 2k + 1 pour un certain k € Z, donc
n® = 4k* + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1, qui est impair. Contradiction avec n? pair.
Donc n est pair.

Solution 3.3.

a) Négation:3x € R, x? < 0. Prop. vraie.
b) Négation:Vx € R, x?> # —1. Prop. fausse.

c) Négation:dx € R, Vy € R, x + y # 0. Prop. vraie (prendre y = —Xx).
Solution 3.4.

a) n=4:2% =16 = 4% Pas strictement supérieur. Qun =3:8 < 9.)
b) x=-2:]-2+1] =1mais|—2|+1 = 3. Faux.

Solution 3.5.

Soientm = 2p+1etn = 2q+1 deux entiersimpairs. Alorsmn = 2p+1)(2q+1) =
4pq+2p+2q+1=2Q2pq+ p+q)+1,quiestimpair.

Solution 3.6.

a) Contraposée : si les diagonales d'un quadrilatére ne sont pas perpendi-
culaires, alors ce n'est pas un carré. Réciproque : si les diagonales d'un
quadrilatére sont perpendiculaires, alors c’est un carré. Fausse (un losange
non carré convient).

b) Contraposée:sia# 0etb # 0, alorsab # 0. Réciproque:sia=0oub =0,
alors ab = 0. Vraie.

c) Contraposée :sin est pair, alors n n'est pas premier ou n < 2. Réciproque:
si n est impair, alors n est premier et n > 2. Fausse (n = 9).
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Solution 3.7.

Supposons \/5 € Q. On peut alors écrire \/_ o avec p,q € Z,q # 0, et p/q
q 52

q*'

Ainsi p? est pair, donc p est pair (exercice 3.2). On écrit p = 2k, d'ou 4k? = 2¢?, soit

q* = 2k? : g% est pair, donc q est pair aussi. Mais alors p et g sont tous deux pairs,

ce qui contredit le fait que p/q était irréductible. Contradiction, donc \/5 & Q.

irréductible (fraction déja simplifiée). En élevant au carré: 2 = donc p? = 2¢>

Solution 3.8.

a) Vx € R, x? > 0. Vrai.

b) dn € N, Vm € N, n > m. Faux (N n'est pas majoré : pour tout n, n + 1 est
encore plus grand).

c) Vn € N*, 3p premier, p | n. Vrai.

Solution 3.9.

a)a=2b=-2:a>=b*>=4maisa #b.
b) n=11:112 — 11 + 11 = 121, non premier (121 = 11?).

c) \/Eet —1/2 sont irrationnels, mais \/§+ (—\/5) =0e€ Q.

Solution 3.10.

a) Soientm = 2p et n = 2q deux entiers pairs. Alorsm+n =2p+2q =2(p+9q),
qui est pair.

b) Sinest multiple de 6, alors n = 6k pour un certain k € Z. Donc n = 3(2k),
qui est bien un multiple de 3.

Solution 3.11.

a) Vraie. 3 et 4 sont premiers entre eux,doncsi3 | net4|n,alors 12 | n.
b) Fausse.x=y=1:(1+1?=4mais 1>+ 12 = 2.

c) Vraie. Deux entiers consécutifs ont toujours des parités différentes (I'un
est pair, 'autre impair).
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Solution 3.12.

a) Etre multiple de 10 est une condition suffisante pour étre multiple de 5
(mais pas nécessaire : 15 est multiple de 5 sans étre multiple de 10).

b) Sil'on vote, alors on est majeur : «si p, alors g» avec p = «on vote», g = «on
est majeur».

c) Sil'on habite a Genéve, alors on habite en Suisse : «si p, alors g».

Solution 3.13.

a) Il existe (au moins) un éléve de la classe qui n'a pas réussi le test. («Aucun
éleve n'a réussi» est une affirmation bien plus forte, non équivalente a la
négation.)

b) Il existe (au moins) un triangle de cette figure qui est isocele.

c) Aucun nombre premier n'est pair. (Cette négation est en réalité fausse : 2
est un nombre premier pair — donc l'affirmation de départ est vraie))

Solution 3.14.

a) Equivalentes ('une est la contraposée de I'autre : nier «n premieretn > 2»
donne, par De Morgan, «n n'est pas premier ou n < 2», ce qui, pour n > 2,
revient a «n n'est pas premier»).

b) Indépendantes: ce sont réciproques I'une de l'autre. La premiére est vraie,
la seconde fausse (x = —3 vérifie x> = 9 mais x # 3).

Solution 3.15.

a) Négation:3x € R, Vy € R, y < x. L'affirmation de départ est vraie (prendre
y = x + 1, qui est toujours strictement plus grand que x).

b) Négation:Vx € R, 9y € R, xy # y. L'affirmation de départ est vraie
(prendre x = 1:alors1-y =y pourtouty).

Solution 3.16.

a) Fausse.n = 6: multiple de 2 et de 3, mais pas de 5.
b) Fausse.a =—3,b=1:a<b, maisa’?=9>1=b%

Solution 3.17.

Supposons qu'il existe un plus grand entier naturel N, c'est-a-direVn € N, n < N.
OrN+1eNetN+1>N,cequicontredit I'nypothése que N est le plus grand.
Contradiction, donc un tel N n'existe pas.
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Solution 3.18.

Parmi deux entiers consécutifs n et n + 1, 'un est pair et I'autre impair (exer-
cice 3.11c). Le produit d'un entier par un nombre pair est pair : si n est pair,n = 2k
etn(n+1)=2k(n+1);sin+1est pair,n+1=2ketn(n+1) = 2kn. Dans les
deux cas, n(n + 1) est un multiple de 2, donc pair.

Solution 3.19.
Initialisation:n=1:1>=1et % =1V
Hérédité : on suppose la formule vraie pour un n quelconque. Alors

n2n+1)

2n°+7n+6

6

ril 12 = nn+1)2n+1)
k=1 6

+(n+1)* = (n+1)< +(n+ 1)) = (n+1)-

Or2n? +7n+6 = (n+ 2)(2n + 3), donc

n+1

(n+1(n+2)(2n+3)
k? = ,
Z 6

qui est bien la formule au rang n+ 1. v Par récurrence, la formule est vraie
pour toutn > 1.

Solution 3.20.

a) A=481,B=184.C =481 —-184 =297.D =792.C + D =297 + 792 = 1089.
b) Conjecture : le résultat final est toujours 1089 (lorsque a # c¢).

c) Notons A =100a+ 10b +cet B =100c+ 10b+ a,aveca > c(lecasa < cest
symétrique, et a = cdonne C =0). AlorsC =A—-B =100(a—c)—(a—c¢) =
99(a—c).Comme1 < a—c < 9,0n peut écrire a—c sous la forme d'un chiffre
unique, et C = 99(a —c¢) a pour chiffre des centaines (a—c—1), des dizaines
9, et des unités (10 — (a — ¢)). En échangeant centaines et unités, D a pour
chiffre des centaines (10 — (a — ¢)), des dizaines 9, et des unités (a —c — 1).
En additionnant C+ D :lesunités (10— (a—c))+(a—c—1) = 9, les dizaines
9+ 9 =18 (on retient 1), les centaines(a—c—1)+ (10— (a—¢))+1 =10
(on retient 1). On obtient bien 1089.

Solution 3.21.

a) «Sin € N, alors 3n + 3 se termine par 3». Fausse : 3n + 3 se termine par
3 seulement quand n est un multiple de 10 (par exemple n = 1 donne
3.1+ 3 = 6,qui ne se termine pas par 3).

b) «Sin € N, alors 10n + 4 se termine par 4». Vraie: 10n + 4 = 10 - n + 4 est
bien de la forme 10k + 4 avec k = n.

c) «Sin € N, alors 2n ne se termine pas par 5». Vraie : 2n est toujours pair,
donc son chiffre des unités est 0,2,4,6 ou 8, jamais 5.

68



Solution 3.22.

a) Hypotheése : «étre un félin»; conclusion : «étre carnivore». Forme : «si un
animal est un félin, alors il est carnivore». Réciproque : «si un animal est
carnivore, alors c’est un félin» (fausse : un loup est carnivore mais n'est
pas un félin). Contraposée : «si un animal n'est pas carnivore, alors ce n'est
pas un félin».

b) Hypothese : «il gele»; conclusion : «les routes sont glissantes». Forme :
déja sous cette forme. Réciproque : «si les routes sont glissantes, alors il
gele» (les routes peuvent étre glissantes pour d'autres raisons, par ex. la
pluie ou I'huile). Contraposée : «si les routes ne sont pas glissantes, alors il
ne gele pas».

Solution 3.23.

a) Cest la contraposée : «pas de gants = pas neigé» est équivalente a I'im-
plication de départ. Raisonnement valide.

b) C'est laréciproque:«gants= neige». Ce raisonnement n'est pas valide : je
peux avoir mes gants pour une autre raison (il fait juste froid, par exemple).

Solution 3.24.

Soit a un multiple de 8:a = 8k avec k € Z. Soit b un entier se terminant par 5:
b =10m + 5 avec m € N (proposition sur le chiffre des unités). Alors

ab = 8k(10m + 5) = 80km + 40k = 10(8km + 4k),

qui est bien un multiple de 10 (car 8km + 4k € Z).
Solution 3.25.

a) k+5m=65+5-8 =65+40 =105 = 7-15, multiple de 7. Et 658 = 7-94,
multiple de 7 aussi. v/

b) Supposons k+5m = 7p pour un certain p € Z,c'est-a-direm = 7p—k
(en divisant par 5... plus simplement, exprimons k : k = 7p—5m). Alors

n = 10k+m = 10(7p—5m)+m = 70p—50m+m = 70p—49m = 7(10p—7m),

qui est bien un multiple de 7. (La réciproque se démontre de facon
analogue.)
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Chapitre 4
Introduction aux fonctions

Leibniz, & la fin du XVII¢ siécle, cherche un mot
pour désigner une idée simple et puissante : la
dépendance entre deux grandeurs.

Quand la température change, la pression
change. Quand le temps passe, la posi-
tion change. Quand le revenu augmente, la
consommation augmente.

Il invente le mot fonction — du latin func-
tio, accomplissement. Une fonction accomplit
quelque chose : elle transforme une entrée en
une sortie. Toute la mathématique moderne
repose sur cette idée.

4.1 Définition et vocabulaire

Définition 4.1 — fonction.

Une fonction f de A vers B est une regle qui associe a chaque élément
X € A exactement un élément f(x) € B.Onnote f : A —» B, x — f(x).

- A est le domaine (ou ensemble de départ)

- B est le codomaine (ou ensemble d'arrivée)

- f(x) est 'image de x par f

- x est un antécédent de f(x)

Remarque 4.1. Chaque x € A a exactement une image. En revanche, un méme
Yy € B peut avoir plusieurs antécédents, ou aucun.

Exemple 41. f:R — R x+~ x% Limage de 3 est f(3) = 9. Les antécédents de 9 sont
3 et —3. Le nombre —1 n'a pas d'antécédent.

Les faits : Leibniz est le premier & employer le mot “functio” en 1673 (usage restreint, lié aux
courbes), puis a l'utiliser de fagon plus explicite dés 1692.
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4.2 Domaine de définition

Définition 4.2 — domaine de définition.

Le domaine de définition D; d'une fonction f est 'ensemble de toutes les
valeurs x pour lesquelles f(x) est bien définie.

Exemple 4.2.
- f&) = 5 Dy =R\ {2}
cgx)=4x-1 :Dg = [1, +00)

- h(x) = x—\/i :Dy =[0,+00) \ {3} =[0,3) U (3, +0)

4.3 Représentation graphique

Définition 4.3 — graphe.

Le graphe de f : A — Best I'ensemble des points du plan de coordonnées
(x, f0)
Gr ={(x. f(x)) | x € Dy} C R%

Proposition 4.4 — test de la droite verticale.

Une courbe du plan est le graphe d'une fonction si et seulement si toute
droite verticale la coupe en au plus un point.

4.4 Monotonie

Définition 4.5 — fonction croissante / décroissante.

Soit f définie sur un intervalle I.
- f estcroissante surIsi:Vx;,x, €1, x; < X3 = f(x1) < f(x3)
- f est décroissante sur Isi:Vx;,x; €1, x; < X5 = f(x1) > f(x3)
- f est strictement croissante (resp. décroissante) si les inégalités sont
strictes.
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4.5 Extrema

Définition 4.6 — maximum et minimum.

- f admet un maximum global en x; si f(xy) > f(x) pour tout x € Dy.

- fadmet un minimum global en x, si f(xy) < f(x) pour tout x € Dy.

- On parle d'extremum local si I'inégalité ne vaut que sur un voisinage
de x,.

Exemple 4.3. f(x) = x? admet un minimum global en x, = 0 avec f(0) = 0. Elle n'a
pas de maximum.

4.6 Ordonnée a l'origine, zéros, tableau de signes

Définition 4.7 — ordonnée a l'origine, ensemble des zéros.

Soit f une fonction.
- L'ordonnée a l'origine de f est f(0) (quand elle existe) — c'est l'or-
donnée du point ou le graphe de f coupe lI'axe des ordonnées.
- LU'ensemble des zéros de f, noté Zg, est 'ensemble des antécédents
de 0 — ce sont les abscisses des points ou le graphe coupe I'axe des
abscisses: Zy = f71({0}) = {x € Dy | f(x) = 0}.

Définition 4.8 — tableau de signes.

Le tableau de signes de [ indique, pour chaque intervalle de Dy, si f(x) est
positive, négative ou nulle. On le construit en placant d'abord les éléments
de Z; (ou f(x) = 0), puis en déterminant le signe de f entre deux zéros
consécutifs (par exemple en évaluant f en un point de l'intervalle).

Exemple 4.4. Soit f(x) = x>—x—6 = (x+2)(x—3). Lordonnée a l'origine est f(0) = —6.

Les zéros sont solutions de (x + 2)(x — 3) = 0, donc Zy = {-2,3}. Le tableau de signes
est:

‘ —00 -2 +o0

X 3
f(x)\ + 0 - 0 +

Ainsi f est négative (ou nulle) sur [-2, 3], et positive (ou nulle) sur (—oo, —2] U [3, +0).
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CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX FONCTIONS

4.7 Quelques fonctions élémentaires

Définition 4.9 — fonctions élémentaires.

Voici quelques fonctions de référence, a connaitre pour la suite du cours :

Nom Expression Domaine Parité/ monotonie
identité fx)=x R impaire, croissante
carré f(x) = x? R paire

cube f(x)=x3 R impaire, croissante
racine carrée f(x) = \/3_c [0, +00) croissante
inverse f(x)=1/x R\ {0} impaire
valeur absolue  f(x) = |x]| R paire

Ces fonctions serviront de briques de base : la plupart des fonctions étu-
diées dans ce cours s'obtiennent en les combinant ou en les transformant.

4.8 Image et préimage

Définition 4.10 — image d’un ensemble.
L'image de A’ C Dy par f est:

fA) ={f(x) | x € A'}.

L'image totale de f est f(Dy), notée aussi Im(f).

Définition 4.11 — préimage.
La préimage (ou image réciproque) de B C B est :

f7'B) ={x€Ds| f(x) € B'}.

Exemple 4.5. Pour f(x) = x?: f({=2,-1,0,1,2}) = {0,1,4}. f1({4}) = {-2,2}. f1({-1}) =
.
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4.9 Variation directe et inverse

Définition 4.12 — variation directe.

y varie directement (ou proportionnellement) par rapport a x s'il existe
une constante réelle k, appelée constante de proportionnalité, telle que

y = kx.

Plus généralement, y varie directement comme x" s'il existe k tel que
y = kx".

Exemple 4.6. La distance parcourue a vitesse constante varie directement comme
le temps :d = kt. Si une voiture parcourt 180 km en 2 h, alorsk =90 et d = 90t. En 3,5 h,
elle parcourtd =90 x 3,5 = 315 km.

Définition 4.13 — variation inverse.

y varie inversement par rapport a x s'il existe une constante k telle que

, x # 0.

_k
Y=%

Plus généralement, y varie inversement comme x" si y = k/x".

Exemple 4.7. Pour un travail donné, le temps nécessaire varie inversement comme
le nombre d'ouvriers : t = k/n. Si 4 ouvriers terminent le travail en 15 jours, alors k =
15 X 4 = 60, donc t = 60/n. Avec 6 ouvriers, t = 60/6 = 10 jours.

Remarque 4.2. Méthode générale pour un probléme de variation : 1) écrire I'équation
de variation; 2) substituer les valeurs initiales pour trouver k; 3) réécrire I'’équation avec
la valeur de k; 4) substituer les valeurs demandées pour répondre a la question.

Variation conjointe et combinée.
y varie conjointement commme x et z s'il existe k tel que y = kxz (ici, le
mot «et» se traduit par un produit, et non une somme). On peut aussi

combiner variation directe et inverse dans une méme formule, comme
kx

Y=

Exemple. Les intéréts simples I sur un capital p (fixé) varient conjointe-

ment comme le taux d'intérétr et la durée t : I = prt, ou p joue ici le réle

de constante de proportionnalité.

MA2 — Approfondissement
Parité et périodicité.
f est paire si Dy est symétrique par rapport a 0 et f(—x) = f(x) pour tout
X — graphe symeétrique par rapport a I'axe des ordonnées.
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f est impaire si f(—x) = —f(x) — graphe symétrique par rapport a l'ori-
gine.

f est périodique de période T > 0si f(x + T) = f(x) pour tout x — le
graphe se répéte tous les T unités.

Exemples. x — x? est paire. x — x3 est impaire. x —~ sin x est impaire et
périodique de période 2.

410 Exercices

Exercice 4.1. Déterminer le domaine de définition de chaque fonction :

a) f() = ——

b) g(x)=v2x—6

1

c) h(x) =

x—1

d) k(x)=vVx2—-4

Exercice 4.2. Soit f(x) = 2x% — 3.
a) Caleuler £(0), f(2), f(=2), f(V3).
b) Trouver les antécédents de 5.

c) Quel est 'ensemble image Im(f)?

Exercice 4.3. Soit f(x) = —x? + 4x.

a) Montrer que f est croissante sur (—oo, 2] et décroissante sur [2, +0).

b) Quel est le maximum de f?
Exercice 4.4. Parmi les courbes suivantes, lesquelles sont des graphes de
fonctions? Justifier avec le test de la droite verticale.

a) Un cercle de rayon 1 centré a l'origine.

b) La paraboley = x? — 1.

c) La courbe définie par x = y2.

Exercice 4.5. Soit f(x) = |x| — 1.

a) Calculer f=1({0}).
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b) Calculer f~1([-1,1]).
c) f admet-elle un minimum? Si oui, en quel(s) point(s)?
Exercice 4.6. On donne le tableau de valeurs suivant d'une fonction f (dont

on ne connait pas I'expression algébrique) :

x |-3 -1 0 1 2 4 5
f®12 0 -3 -4 -3 5 12

a) Donner I'image de 2 par f.

b) Donner un antécédentde 12 par f.Y en a-t-il d'autres, d'aprés ce tableau?
c) Donner I'ordonnée a l'origine de f.

d) D'apres ce tableau, f semble-t-elle admettre un minimum? Si oui, lequel,

et en quel point?

Exercice 4.7. Soit f(x) = —x? +4x + 5.

a) Déterminer I'ordonnée a l'origine de f.

b) Déterminer 'ensemble des zéros Z; de f (indication : factoriser, ou cher-
cher deux nombres dont le produit fait —5 et la somme 4).

c) Dresser le tableau de signes de f.

d) En déduire 'ensemble des x pour lesquels f(x) > 0.

Exercice 4.8. Parmi les fonctions élémentaires du cours : laquelle (ou les-
quelles)...

a) ..est strictement croissante sur tout R?
b) ..est paire?
c) ..n'est pas définieenx =07?

d) ..est impaire mais pas définie sur tout R?

Exercice 4.9. Le prix d'un diamant (a qualité égale) varie directement comme
le carré de son poids en carats. Un diamant de 2 carats vaut 800 CHF.

a) Trouver la constante de proportionnalité k.

b) Quel est le prix d'un diamant de 3 carats, de méme qualité?

Exercice 4.10. L'intensité sonore percue (en unités arbitraires) varie inverse-
ment comme le carré de la distance a la source. A 10 m d'un haut-parleur,
'intensité est de 80 unités.

a) Trouver la constante de proportionnalité k.

b) Quelle est I'intensité percue a20 m?
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Exercice 4.11. Les intéréts simples I sur un capital p placé au taux r
pendant une durée t (en années) vérifient I = prt. Un certain capital placé
a un taux de 3% pendant 4 ans rapporte 180 CHF d'intéréts.

a) Trouver ce capital p.

b) Quel intérét ce méme capital rapporterait-il s'il était placé a 5%
pendant 6 ans?

Exercice 4.12. Pour chacun des ensembles de couples suivants, dire s'il définit
une fonction, puis donner son domaine et son image.

a) F={(2,5),(3,5),(4,7)}

b) G =1{(1,2),(1,-2),(3,4)}

c) H={(=2,0),(0,3),(2,0),(5,—1)}
Exercice 4.13. Le diagramme sagittal ci-dessous associe a chaque élément
du domaine {1, 3, 5,7} I'élément correspondant: 1+ 4,3+ 4,5+ 9,7 — 12.

a) Cette correspondance définit-elle une fonction? Justifier.

b) Donner le domaine et I'image de cette relation.

Exercice 4.14. On considére les nuages de points suivants.
a) (2,1),(2,4),(5,3)
b) (1a 3)1 (2a 5)1 (4’ 3)7 (6’ _1)

Pour chacun, dire si 'ensemble de points peut représenter le graphe d'une
fonction, en appliguant le test de la droite verticale.

Exercice 4.15. Soit f(x) = 2x? —3x + 1.

a) Calculer f(3) et f(—1).

b) Calculer et simplifier f(a + 1).
Exercice 4.16. On donne 'équation 3x — 2y = 8, qui définit y commme fonction
de x.

a) Résoudre cette équation pour y, puis remplacer y par la notation f(x).

b) Calculer f(=2) et f(a).
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Exercice 4.17. Un fermier dispose de 40 métres de cléture pour délimiter
un enclos rectangulaire, en utilisant un mur déja existant comme 'un des
cotés (donc pas besoin de cléture de ce coté-la). On note x la longueur
(en metres) de chacun des deux cbtés perpendiculaires au mur.

a) Exprimer la longueur du cété parallele au mur en fonction de x, puis
exprimer l'aire A de I'enclos en fonction de x.

b) Quel est le domaine des valeurs de x qui ont un sens pour ce pro-
bleme?

c) Pour quelle valeur de x 'aire est-elle maximale? Quelle est alors
cette aire? Indication : A(x) est de la forme —2x? 4+ 40x = —2(x —
10)? + 200.
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4.11 Résumé du chapitre

Vocabulaire
- f:A—- B, x— f(x)—unXxaexactement une image
- Dy — domaine de définition (la ou f est bien définie)
- f(x)—imagedex | x—antécédentde f(x)
- Im(f) — ensemble de toutes les images

Relation vs fonction
- Une fonction : chaque élément du domaine a exactement une image
- Deux couples de méme premiere composante et d'images différentes =
pas une fonction
- Test de la droite verticale : toute verticale coupe le graphe en au plus un
point

Domailnes courants
- —— exclure les zéros de g
8(x)

- y/g(x): résoudre g(x) > 0

- Combinaison : intersecter les contraintes

Ordonnée a l'origine, zéros, sighe
- Ordonnée a l'origine : f(0)
- Ensemble des zéros Z; : antécédents de 0, c'est-a-dire {x | f(x) = 0}
- Tableau de signes : signe de f(x) entre deux zéros consécutifs

Fonctions élémentaires
. identité x, carré x?2, cube x3 : définies sur R
- racine carrée ﬁ : définie sur [0, +0)
- inverse 1/x : définie sur R \ {0}, impaire
- valeur absolue |x| : définie sur R, paire

Variation directe et inverse
- Directe:y = kx (ou y = kx") — y et x augmentent/diminuent ensemble
- Inverse:y = k/x (ouy = k/x") — x augmente = y diminue
- Conjointe:y =kxz | Méthode:trouver k avec les valeurs initiales, puis
'appliquer

Monotonie et extrema
- Croissante surl:x; < x; = f(x;) < f(x,)
- Décroissante surl:x; < x5 = f(x) > f(x;)
- Maximum global en x4 : f(x) > f(x) pour tout x
- Test graphique : droite verticale coupe le graphe en au plus un point
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412 QCM — Introduction aux fonctions

Une seule réponse correcte par question.

1. Quel est le domaine de définition de f(x) = ?

2. Soit f(x) = x* — 1. Quels sont les antécédents de 3?

a) x = 2seulement

b) x = +\/2
Cc) x=%2
d) Pas d'antécédent

3. Laquelle de ces courbes n'est pas le graphe d'une fonction?
3

a) y—x
b) y

c) x? +y =1
d) y = |x|

4. f(x)=—-x+2est:

a) Croissante sur R

) Décroissante sur R
c) Croissante sur (0, +o00) et décroissante sur (—o0, 0)
d) Ni croissante ni décroissante

5. Quel est I'ensemble image de f(x) = x*> + 17
a) R
b) [0, +00)
c) [1,+o0)
d) (1,+o0)

6. Soit f(x) = 2x — 4. Quel est f~1({0})?

) {0}
b) {—4}

c) {2}
d) {4}

7. Quelle affirmation est vraie pour toute fonction f?

83

412. QCM — INTRODUCTION AUX FONCTIONS



CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX FONCTIONS

10.

1.

a) Tout élément du codomaine a un antécédent.

b) Tout élément du domaine a exactement une image.
c) Une image ne peut avoir qu'un seul antécédent.

d) Le domaine et le codomaine sont toujours égaux.

f(x) = |x| admet:

a) Unmaximumenx =0
b) Un minimumenx =0
c) Aucun extremum

d) Unminimumenx =1

L'ordonnée a l'origine d'une fonction f est:

a) f7({oh

)
b) I'ensemble des zéros de f
c) f(0)
d) la pente du graphe de f

Parmi les fonctions élémentaires du cours, laquelle est impaire mais n'est
pas définie sur tout R?

a) f(x)=x?
b) f(x) = |x]|
c) f(x)=1/x
d) f(x)=x°

Si y varie inversement comme x, et que y = 6 quand x = 2, combien vaut y
quand x =47

3

Q

O
—

2
4
D

0

)
)
)
)

o
— N

Réponses:1-b 2-¢c 3-¢c 4b 5«c¢ 6-¢c 7b 8b 9c 10-c 1-a
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413 Corrigés

Solution 4.1.

a) Dy = R\ {-5}
b) 2x—6>0= x> 3; Dy = [3,+)
c) x—1>0=>x>1;D,=(1,+)

d) x*=4>0= |x| > 2; Dy = (00, 2] U[2, +c0)

Solution 4.2.

a) f(0)=-3,f2)=5f(-2) =5 f(/3)=3.
b) 2x2—3=5=>x*=4=x = £2.
c) f(x)=2x%—3> —3 pour tout x, et prend toutes les valeurs > —3. Im(f) =

[—3,+0).

Solution 4.3.

a) Soientx; < x, < 2. f(xz)—=f(x1) = =(3—x)+4(x3—x1) = (3= X1 )(4—x,—X3).
Comme x, > x; et x; + x5, < 4,0n a f(x;) — f(x;) = 0: f croissante.

v'Raisonnement analogue pour la décroissance.

b) Maximumenxy=2:f(2)=—-4+8=4.

Solution 4.4.

a) Non — la droite x = 0 coupe le cercle en (0,1) et (0,—1) : deux points.
b) Oui— toute droite verticale coupe la parabole en exactement un point.

c) Non — la droite x = 1 coupe en (1,1) et (1, —1).

Solution 4.5.

a) x|-1=0=|x| =1=x=+1. f~1({0}) = {-1,1}.
b) -1<|x]|-1<1=0<|x]<2=>-2<x<2 fY(-1,1]) =[-2,2].
c) Oui, minimum globalen x, =0: f(0) = —1.
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CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX FONCTIONS

Solution 4.6.

a) f(2)=-3.

b) f(=3) =12, donc —3 est un antécédent de 12. D'aprés le tableau, f(5) = 12
aussi: 5 est un autre antécédent.

c) f(0)=-3.

d) Le tableau suggére un minimum de —4 en x = 1 (Mais on ne peut pas
étre totalement certain sans connaitre f entre les valeurs données).

Solution 4.7.

a) f(0)=>5.
b) —x*+4x+5=—(x*—-4x—-5)=—(x—5)(x+1). Z; = {-1,5}.

c) Comme le coefficient dominant est négatif, f est négative a I'extérieur
des zéros et positive entre eux :

X ‘—oo -1 5 400
f(x) | - 0 + 0 -

d) f(x)>0pourx e [-1,5]

Solution 4.8.

a) Lidentité (f(x) = x) et le cube (f(x) = x3).

b) Le carré (f(x) = x2) et la valeur absolue (f(x) = |x]).
c) Linverse (f(x) = 1/x).

d) Linverse (f(x) = 1/x) :impaire, mais Dy = R\ {0} # R.

Solution 4.9.

a) P = kc?, donc 800 = k - 22 = 4k, d'ou k = 200.
b) P(3) = 200 - 32 =200 -9 = 1800 CHF.

Solution 4.10.

k donc 80 = L d'ou k = 80 - 100 = 8000.

I=—
1= 102’

8000 8000 .
b) 1(20) = 202 = m = 20 unités.
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Solution 4.11.

180
a) 180 = p-0,03-4 =0,12p,dol p =

012 = 1500 CHF.

b) I =1500-0,05-6 =450 CHF.

Solution 4.12.

a) Fonction (chaque premiere composante distincte a une seule image,
méme si 2 et 3 partagent I'image 5). Domaine {2, 3, 4}, image {5, 7}.

b) Pas une fonction : 1 a deux images distinctes, 2 et —2.
c) Fonction. Domaine {-2,0, 2, 5}, image {—1,0, 3} (0 compté une seule fois

bien qu'il soit atteint deux fois).

Solution 4.13.

a) Oui:chaque élément du domaine a exactement une image (mémesil
et 3 ont la méme image 4, ce qui est autorisé).

b) Domaine{1,3,5,7}; image {4,9,12}.

Solution 4.14.

a) Non:la droite verticale x = 2 passe par les deux points (2,1) et (2,4).

b) Oui:chaque valeur de x apparait une seule fois (aucune droite verticale
ne coupe le nuage en plus d'un point).

Solution 4.15.

a) f3)=2-9-9+1=10;f(-1)=2-1+3+1=6.

b) fla+1)=2a+1)?-3@+1)+1=2a*+4a+2-3a-3+1=2a%+a
Solution 4.16.

3x—-8 3 3
a) 2y=8-3x=>y= x2 =§x—4,doncf(x)=§x—4.

b) f(=2)= %(—2) 4= —3—4=—7; f(a)= %a—4.
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CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX FONCTIONS

Solution 4.17.

a) Le coté paralléle au mur mesure 40 — 2x (ce qui reste de cléture).
L'aire est A(x) = x(40 — 2x) = —2x? + 40x.

b) Il faut x > 0 et 40 — 2x > 0, donc x € (0, 20).

c) Enécrivant A(x) = —2(x—10)?+200, on voit que A(x) < 200 pour tout
X, avec égalité si et seulement si x = 10. L'aire est donc maximale
pour x = 10 m, et vaut alors 200 m?2.
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Chapitre 5

Fonctions affines et linéaires

En 1637, René Descartes publie un essai intitu-
lé La Géométrie, annexe a son Discours de la
méthode.

Il y propose quelque chose de révolutionnaire :
représenter une courbe par une équation, et
une équation par une courbe.

La droite — objet géométrique connu depuis
Euclide — devient soudain une equation du
premier degré.

Et une équation du premier degré devient une
droite.

Ce mariage de l'algébre et de la géométrie est La Geowernie. — Livae 1. 375
N 7 i~ ; ie fais le triangle reGtangle NLM, dont le cofté LM eft
a /Orlgll’)e de toute /O phyS/que moderﬂe. efgal a b, ;'acﬁxz qeuarrée de la quantité connue bb,

& l'autre, LN, eft 1 q, la
moiti¢ de l'autre quantité

La pente d'une droite, c'est déja la vitesse, le  * gt 2 ook mic |
H 1 eftre la ligne inconnue.
taux de change, le gradient. Puis, prolengeant MN. Ia

baze de ce trilangle, iuf-
1o ques a O, en forte qu'NO foit efgale a NL, la toute
OM eft 7, la ligne cherchée®. Etelle s'exprime en cete
forte : o
7 »'»a+\/'7 aa+bb."

7

Les faits : “La Géométrie”, 1637, publiée en annexe du “Discours de la méthode”, sont deux
publications majeurs de René Descartes.
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CHAPITRE 5. FONCTIONS AFFINES ET LINEAIRES

5.1 Résoudre une équation du premier degré

Définition 5.1 — équation, solution, ensemble des solutions.

Une équation a une inconnue x est une égalité entre deux expressions al-
gébriques dépendant de x. Une solution de cette équation est un nombre
qui, une fois substitué a x, rend I'égalité vraie. Résoudre I'équation, c'est
déterminer I'ensemble S de toutes ses solutions. Si aucun nombre ne
convient,on note S = @.

Exemple 5.1. 4estsolutionde2x —3 =5,car2-4—3 = 5estvrai. En revanche, 0 n'est
pas solution de cette méme équation.

Définition 5.2 — équations équivalentes.

Deux équations sont équivalentes lorsgu’elles ont le méme ensemble de
solutions S. On note <= entre deux équations équivalentes.

Proposition 5.3 — principes d’équivalence.

On obtient une équation équivalente a une équation donnée:
- en ajoutant ou en soustrayant un méme nombre aux deux membres;
- en multipliant ou en divisant les deux membres par un méme
nombre non nul.

Définition 5.4 — équation du premier degré.

Une équation du premier degré (a I'inconnue x) est une équation équiva-
lente a une équation de la forme

ax+b =0, aeR* beR.

Résoudre une telle équation revient a isoler x en appliquant successive-
ment les principes d'équivalence.

Exemple 5.2. Résolvons 5x — 7 = 2x + 8.

—2x +7 =3
5x—-7=2x+4+8 < 3x—7=8 &< 3x=15 < x=5.

On vérifie:5-5—7=18et2-5+ 8 = 18. Donc S = {5}.

Remarque 5.1. Lorsgu’une équation contient des parenthéses ou des fractions, on
commence par développer et réduire chaque membre, puis on met éventuellement
au méme dénominateur avant d'isoler x.
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5.2 Fonction linéaire
Définition 5.5 — fonction linéaire.
Une fonction linéaire est une fonction de la forme
fiR->R, xm ax,

ou a € R est appelé le coefficient directeur. Son graphe est une droite
passant par l'origine.

Exemple 53. f(x) = 3x: pour chague unité gagnée en x, on gagne 3 unités en y.

f(x) = —2x : fonction décroissante, pente —2.

5.3 Fonction constante

Définition 5.6 — fonction constante.

Une fonction constante (ou fonction de degré 0) est une fonction de la
forme
fiR->R, xeoc

ou ¢ € R est fixé : la sortie ne dépend pas de I'entrée. Son graphe est une
droite horizontale passant par (0, ¢).

Exemple 5.4. f(x) = —3: quel que soit x, f(x) vaut toujours —3. Réciproquement,
toute droite horizontale passant par (0, —3) représente cette fonction.

Remarque 5.2. Une fonction constante n'a pas de zéro lorsque ¢ # 0 (I'équationc =0
est alors impossible), et une infinité de zéros lorsque ¢ = 0 (tout x € R convient).

5.4 Fonction affine

Définition 5.7 — fonction affine.
Une fonction affine est une fonction de la forme

fiR->R, x—ax+b,

ou a € R est le coefficient directeur (ou pente) et b € R est 'ordonnée a
I'origine. Son graphe est une droite.

Remarque 5.3. Une fonction linéaire est un cas particulier de fonction affine avec
b = 0. Une fonction constante correspond a a = 0.

Le signe de a détermine la monotonie::
- a>0: f strictement croissante

- a=0: f constante

- a<0: f strictement décroissante
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CHAPITRE 5. FONCTIONS AFFINES ET LINEAIRES

Proposition 5.8 — calculer une préimage.

Soit f une fonction affine et k € R. Calculer 'ensemble des préimages de k
par f revient a résoudre I'équation f(x) = k.

Exemple 5.5. Soit f(x) = —5x + 3. Cherchons la préimage de —7:
—5x+4+3=-7 & -5x=-10 &< x=2.

Donc f~1(=7) = {2}, ce qu'on Vérifie: f(2) = =10+ 3 = —7.

5.5 Equation d'une droite

Définition 5.9 — formes d’une équation de droite.

Soit une droite D du plan.

- Forme pente-ordonnée a l'origine:y =ax+b

- Forme générale: ax + fy +y = 0, avec (a, ) # (0,0)
Une droite verticale x = k n'est pas le graphe d’'une fonction.

Proposition 5.10 — droite par deux points.

La droite passant par (xj,y;) et (x,,y,) avec x; # X, a pour coefficient

directeur:
Yo—W

B Xp— X

Exemple 5.6. Droite passant par A(1,2) et B(3,8):

8—-2
a—m—?)

Equation :y = 3x + b. En substituant A:2=3-1+b= b= —1.Doncy =3x — 1.

Proposition 5.11 — parallélisme et perpendicularité.

Soient deux droites de pentes q, et a,.
- Paralléles < a; =a,
- Perpendiculaires < a;-a, =-1

5.6 Systémes d'équations linéaires

Définition 5.12 — systéeme linéaire 2 x 2.
Un systéme de deux équations linéaires a deux inconnues est de la forme:

a;x+byy=c;
a,x + by =c,
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Géométriguement, résoudre ce systeme revient a trouver l'intersection de
deux droites. Trois cas sont possibles :

- Une solution : droites sécantes (pentes différentes)
- Aucune solution : droites paralléles distinctes

- Infinité de solutions : droites confondues

Théoréme 5.13 — méthode de substitution / comparaison / combinai-
son.

On résout un systeme 2 X 2 par :
- Substitution : exprimer une inconnue en fonction de l'autre et sub-

stituer.
- Comparaison :si les deux équations expriment la méme inconnue en
fonction de l'autre (par exemple y = ... dans les deux cas), on €galise

les deux expressions.
- Combinaison linéaire : multiplier les équations par des scalaires et
les additionner (ou soustraire) pour éliminer une inconnue.

Exemple 5.7.

Combinaison : addition des deux équations: 3x = 6 = x = 2. Substitution:y =
5—2-2=1.Solution: (x,y) = (2,1).

=2x—-5
y=-3x+10
Les deux équations expriment y en fonction de x; on égalise :

Exemple 5.8. Résolvons par comparaison

2Xx—5=-3x+4+10 &< 5x =15 < x=3.

En substituant dans la premiere équation:y =2-3 —5 = 1. Solution : (x,y) = (3,1).

Remarque 5.4. cas particuliers Un systéme 2 X 2 peut aussi n'avoir aucune solution
(droites paralléles distinctes, la combinaison aboutit a une égalité fausse comme 0 = 17)
ou une infinité de solutions (droites confondues, la combinaison aboutit a une égalité
toujours vraie comme 0 = 0).

2x—y=4
—6x+3y=>5

En multipliant la premiere équation par 3: 6x—3y = 12. En additionnant a la seconde
équation : 0 = 17, ce qui est faux. Le systéme n'a donc aucune solution: S = @ (les deux
droites sont paralléles).

Exemple 5.9. {

X+2y=6

Exemple 5.10.
2X + 4y = 12

La seconde équation est le double de la premiére : les deux droites sont confondues.

Tout couple vérifiant x + 2y = 6 est solution : S = {(x,y) € R? | x + 2y = 6}.
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CHAPITRE 5. FONCTIONS AFFINES ET LINEAIRES

Théoréme 5.14 — résoudre un probléme a deux inconnues.

Pour résoudre un probléeme concret a I'aide d'un systéeme : choisir les deux
inconnues; traduire chaque information de I'énoncé par une équation;
résoudre le systeme obtenu; vérifier la solution dans I'énoncé; conclure
avec une phrase.

Exemple 5.11. Un cinéma vend des places adultes a 14 CHF et des places enfants a
8 CHF. Un jour donné, 130 billets ont été vendus pour une recette totale de 1’424 CHF.
Combien de billets adultes et enfants ont été vendus?

Soit x le nombre de billets adultes et y le nombre de billets enfants :

x+y =130
14x + 8y = 1'424
De la premiere équation : x = 130 — y. En substituant:
14130 —y) + 8y = 1424 < 1'820—6y = 1424 < y = 66,

d'ou x = 64. Vérification: 64 + 66 = 130 et 14 - 64 + 8 - 66 = 896 + 528 = 1'424. |l y a donc
eu 64 billets adultes et 66 billets enfants.

ax+by=e

Interprétation matricielle. Le systeme { s'écrit Mv = w avec

a b X e
m=(2 g)v=()w=(7)
Le déterminant det(M) = ad — bc détermine la nature des solutions :
det(M) # 0 = solution unique; det(M) = 0 = aucune solution ou infinité.

cx+dy=f

Systémes 3 X 3. On peut, avec les mémes outils, résoudre un systeme
de trois équations linéaires a trois inconnues : on élimine une Méme
inconnue a partir de deux paires d'équations distinctes, ce qui rameéne le
probleme a un systeme 2 X 2.

Résolvons :
x+y+z=12 ©
2x—y+z=8 @
x+2y—-z=1 0O
En additionnant @ et @ (élimination de y) : 3x + 2z = 20 O

En calculant (=2)- ® + ® (élimination de y) : —x — 3z = —23, soit x + 3z = 23
®

Le systeme @-OG se résout par substitution : x = 23 — 3z dans ® donne
323—32)+2z=20=> -7z = —49=> z = 7,d'ou x = 23 — 21 = 2, puis, dans
®,y=12-2-7=3.

La solution est le triplet S = {(2,3,7)}.
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5.7 Exercices

Exercice 5.1. Déterminer I'équation de la droite :
a) passant par A(0,3) et B(2,7)
b) passant par C(—1,4) et paralleleay =2x —1

c) passant par D(2,5) et perpendiculaireay = —éx + 2

Exercice 5.2. Résoudre les systémes suivants et interpréter géométrique-
ment :

3x+2y=12
x—y=1

2x—-y=3
—4x+2y=>5

x+2y=4
2x+4y =38

Exercice 5.3. Un plombier facture un déplacement fixe de 60 CHF plus 80 CHF

par heure de travail.

a) Ecrire la fonction f(t) donnant la facture en fonction du nombre d’heures
t.

b) Combien colte une intervention de 2,5 heures?

c) Au bout de combien d’heures la facture atteint-elle 300 CHF?

Exercice 5.4. Trouver les coordonnées du point d'intersection des droites
dy:y= %x+3etd2 ty=—-x+6.
Exercice 5.5. SoitD : 2x—-3y+6 =0.

a) Mettre D sous laformey = ax + b.

b) Ecrire 'équation de la droite perpendiculaire & D passant par P(4,1).

Exercice 5.6. Résoudre les équations suivantes:
a) 6x—7=3x+8

b) 5(x —2) = 3(x + 4)

xX+3 x-1_

1
2 3

<)
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CHAPITRE 5. FONCTIONS AFFINES ET LINEAIRES

Exercice 5.7. Soit f(x) = —4x +09.
a) Déterminer f~1(5).

b) Déterminer f~1(0).

Exercice 5.8.
a) Représenter graphiguement la fonction f(x) = —2.

b) Donner un exemple concret (autre que celui du cours) ou une grandeur
est modélisée par une fonction constante.

Exercice 5.9. Un club de sport facture une inscription annuelle de 45 CHF
plus 6 CHF par séance. Un adhérent a payé 129 CHF pour I'année. Combien de
séances a-t-il faites?

. . . =2x-5
Exercice 5.10. Résoudre par comparaison : Y
y=-3x+10

Exercice 5.11. Résoudre les systémes suivants et interpréter géométrique-
ment :

2x—y=4
—6x+3y=>5

xX+2y=6
2x +4y =12

Exercice 5.12. Un cinéma vend des places adultes a 14 CHF et des places
enfants a 8 CHF. Un jour donné, 130 billets ont été vendus pour une recette
totale de 1’424 CHF. Combien de billets adultes et combien de billets enfants
ont été vendus?

Exercice 5.13. Calculer la pente de la droite passant par les deux points donnés,
lorsqu’elle existe.

a) A(2,—1) et B(6,7)

b) C(-3,4)et D(1,—4)

c) E(5,3) et F(5,-2)
Exercice 5.14. Pour chaque équation, I'écrire sous laforme y = ax+b et donner
la pente et 'ordonnée a l'origine.

a) 4x+2y =10

b) 3x -5y =15

c) x—y=0
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Exercice 5.15.

a) Ecrire 'équation de la droite horizontale passant par (3, —4). Quelle est sa
pente?

b) Ecrire 'équation de la droite verticale passant par (5,2). Quelle est sa
pente?
Exercice5.16. Déterminer lescoordonnéesdes points d'intersection de chaque
droite avec les axes.
a) 3x+4y =12
b) 2x — 5y =-10
Exercice 5.17. Ecrire I'équation, sous forme y = ax + b, de la droite passant par

(=2,5) et de pente 3.

Exercice 5.18. Pour chaqgue paire de droites, dire si elles sont paralleles, per-
pendiculaires, ou ni l'un ni l'autre.

a) y=2x—3ety=2x+7
b) y:%x—lety:—4x+5
c) y=3x—2ety=2x+4

Exercice 5.19. En 2015, une ville comptait 42000 habitants; en 2023, elle en
comptait 58 800.

a) Calculer le taux de variation moyen de la population, en habitants par an.
b) Interpréter ce résultat dans le contexte de la ville.
Exercice 5.20. Une agence facture la location d'une voiture 45 CHF de forfait
fixe, plus 0,25 CHF par kilomeétre parcouru.
a) Ecrire la fonction f(x) donnant le prix pour x kilométres parcourus.
b) Calculer le prix d'un trajet de 120 km.
c) Pour quel kilométrage la facture s'éleve-t-elle a 105 CHF?
Exercice 5.21. Un chimiste dispose d'une solution acide a 20 % et d'une autre a

50 %. Combien de litres de chaque doit-il mélanger pour obtenir 12 litres d'une
solution a 30%?

Exercice 5.22. Un bateau parcourt 36 km en aval (dans le sens du courant) en
2 heures, puis revient sur cette méme distance en 3 heures (contre le courant).
Déterminer la vitesse du bateau en eau calme et la vitesse du courant.
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Exercice 5.23. On sait que la relation entre la température en degrés
Celsius (C) et en degrés Fahrenheit (F) est affine. On observe que C =0
correspond a F = 32 (congélation de l'eau), et C = 100 correspond a
F = 212 (ébullition de l'eau).

a) En considérant F commme fonction affine de C, déterminer sa pente
a partir de ces deux points.

b) En déduire I'équation donnant F en fonction de C.

c) La température normale du corps humain est F = 98,6 °F. Quelle
est cette température en degrés Celsius?

Exercice 5.24. (MA2) Résoudre le systéme suivant :

X+y+z=12
2x—y+z=38
xX+2y—z=1
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5.8 Résumé du chapitre

Equations du premier degré
- Forme:ax+ b =0,a # 0—isoler x a 'aide des principes d'équivalence
(ajouter/soustraire, multiplier/ diviser par un nombre non nul)
- Préimage de k par f :résoudre f(x) =k

Fonctions
- Constante: f(x) = ¢ — droite horizontale
- Linéaire : f(x) = ax — droite par l'origine
- Affine: f(x) = ax + b — droite quelconque
- a>0:croissante a=0:constante a < 0:décroissante

Droites ~
- Pente par deux points:a = Ya= N1
X2— X

- Droite horizontaley = k:pente 0 | droite verticale x = k : pente non

définie, pas une fonction
- Forme point-pente:y — y; = a(x — x;)

- Abscisse a l'origine: posery =0 | ordonnée a l'origine : poser x =0
- Paralleles < mémes pentes:a; = a,
- Perpendiculaires < a;-a, = -1

- Taux de variation moyen entre (xy, ;) et (x5, y,): % (c'est la pente de
2~ X1

la droite qui les relie)

Systémes 2 x 2

- Méthodes : substitution, comparaison ou combinaison linéaire

- Une solution : droites sécantes

- Aucune solution : droites paralléles distinctes (combinaison — égalité
fausse)

- Infinité : droites confondues (combinaison — égalité toujours vraie)

- Probleme a deux inconnues : choisir les inconnues, traduire I'énoncé en
systéme, résoudre, vérifier, conclure

MA2 — Systémes 3 X 3
. Eliminer une méme inconnue a partir de deux paires d'éguations — sys-
teme 2 X2

99

5.8. RESUME DU CHAPITRE



SFAIVANIT L3 SANIA4V SNOILONOS 'S 3dLIdVHD

100



5.9 QCM — Fonctions affines et linéaires

Une seule réponse correcte par question.

1. La pente de la droite passant par A(1,3) et B(4,9) est :

a)

O

0O
N W NN I

)
)
)

o

2. Quelle droite est paralleleay=3x—-17

a) y=—§x+2
b) y=3x+5
c) y=-3x-1
d) 3y=x-1

3. La droite perpendiculaire a y = 2x + 1 passant par l'origine a pour équation:

a) y=2x
b) y=-2x
1
c)y-;x
d) y=—>x

x+y=4

4, |e systeme
2x+2y=9

Une solution unique
Une infinité de solutions
Aucune solution

Deux solutions

a
b
C

)
)
)
d)

5. L'ordonnée a l'origine de la droite 3x — 2y + 8 =0 est:
a) —4

0 O
o~ W

)
)
)

o

6. Un taxi facture 3 CHF de prise en charge plus 2 CHF par kilométre. Pour
12 CHF, on peut parcourir :
a) 4 km
b) 4,5 km
c) 6 km
d) 7,5km
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CHAPITRE 5. FONCTIONS AFFINES ET LINEAIRES

10.

1.

12.

13.

Quel est le point d'intersectiondey=x+1lety=—-x+5?

(1,2)
(2,3)
(3,2)
(4,1)

a)
b)
c)
d)

La fonction f(x) = —4x + 7 est:

Croissante sur R
Décroissante sur R
Croissante sur (0, +00)

Ni croissante ni décroissante

a)
b)
c)
d)

La solution de I'équation 4x — 5 =2x + 9 est :

a) x=2
b) x=5
c) x=7
d x=9

Soit f(x) = —3x + 10. La préimage de 1 par f est:
a) -3

La fonction constante f(x) = 5 est représentée par :

a) la droite verticalex =5

b) la droite horizontaley =5

c) une droite oblique passant par (0, 5)
d) une parabole

. x—y=3
Le systeme
2x—=2y=6
a
b
C

d

Une solution unique
Une infinité de solutions
Aucune solution

Deux solutions

)
)
)
)

La pente de la droite verticale x = 7 est :

a) 0
b) non définie

0

)
) 1
) 7

[oF
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14. En 2010, une entreprise comptait 80 employés; en 2020, elle en comptait 140.
Le taux de variation moyen est :

a) 3 employés par an
b) 6 employés par an
c) 60 employés par an
d) 600 employés par an

Réponses:1-b 2-b 3-d 4c 5c 6-b 7-b 8Db 9-c 10-b T-b 12-b 13-b
14-b
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510 Corrigés

Solution 5.1.

~

a) a= 3=2,b=3:y=2x+3.

\S]
(=]

b) Paralleleay=2x—1:a=2.4=2(-1)+b=>b=6:y=2x+6.
c) Perpendiculaire a pente —é:a:3.5=3(2)+b=>b=—1:y=3x—1.

Solution 5.2.

a) DeIa2e:x=y+1.Substitution:3(y+1)+2y=12:5y=9=>y=g,

14 . ,
X = ' Droites sécantes.

b) 2X €9g.1:4x — 2y = 6, addition avec €q.2:0 = 11. Contradiction — droites
paralléles, aucune solution.

c) Eq.2=2x éqg.1— droites confondues, infinité de solutions : {(x,y) | x+2y =
4}.

Solution 5.3.

a) f(t) = 80t + 60.
b) f(2,5) = 200 + 60 = 260 CHF.

c) 80t + 60 = 300= t = 3 heures.

Solution 5.4.
%x +3=—-x+6=> Zx =3= x =2,y = 4. Point d'intersection : (2,4).

Solution 5.5.

a) 3y=2x+6:y=§x+2.

b) Pente perpendiculaire:a = —%. 1= —3(4) +b= b =7 Equation:y =
“2x+7.
2

Solution 5.6.

a) 6x—7=3x+8 < 3x =15 < x=5:5={5}

b) 5x—10=3x+12 < 2x =22 < x=11:S={11}.

c) En multipliantpar6:3(x+3)—2(x—1)=6 < x+11=6 < x=-5:

S = {-5}.
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Solution 5.7.

a) —4x+9=5 < —4x=-4 < x=1:fY5={1}

b) -4x+9=0 < x=§:f‘1(0)={§}.

Solution 5.8.

a) Droite horizontale passant par (0, —2).

b) Par exemple : le prix d'un trajet en bus avec abonnement illimité est
constant, quel que soit le nombre de trajets effectués.

Solution 5.9.

Soit x le nombre de séances:45+6x = 129 < 6x =84 < x = 14.'adhérent
a fait 14 séances.

Solution 5.10.

2x—5=-3x+10 < 5x=15 < x=3,puisy=2-3-5=1.5S={3,1)}
Solution 5.11.

a) 3x éqg.1:6x — 3y = 12; addition avec éq.2:0 = 17, faux. S = @ (droites
paralleles).

b) Eq.2 = 2x éq.1:droites confondues. S = {(x,y) € R? | x + 2y = 6}.
Solution 5.12.
x+y =130
14x + 8y = 1'424
la premiere : x = 130 — y; substitution : 14(130 — y) + 8y = 1'424 < -6y =
—396 < y =066,d'ou x =64.1lyaeu 64 billets adultes et 66 billets enfants.
Solution 5.13.

Soit x le nombre d'adultes et y le nombre d'enfants : {

_7-(-1) 8 _
a) a= = _4_2.
—4—-4 -8
b)a—l_—(_3)—T——2.

c) Les deux points ont la méme abscisse : la droite est verticale, sa pente
n'est pas définie.
Solution 5.14.

a) 2y =—4x+10=> y = —2x + 5: pente —2, ordonnée a l'origine (0, 5).
3 3 . .
b) -5y=-3x+15=>y = X 3: pente 3 ordonnée a l'origine (0, —3).

c) y = x: pente 1, ordonnée a l'origine (0, 0).
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Solution 5.15.

a) y =—4,; pente0.

b) x = 5; pente non définie.

Solution 5.16.

a) En posanty =0:x = 4:abscisse a l'origine (4,0). En posantx =0:y = 3:
ordonnée a l'origine (0, 3).
b) Enposanty =0:x =—-5:(=5,0). En posantx =0:y =2:(0,2).
Solution 5.17.

y—=5=3x—-(-2)=3(x+2)=>y=3x+6+5=3x+11. Vérification :en x = -2,
y=3(-2)+11=5V

Solution 5.18.

a) Mémes pentes (a = 2) : paralléles.
. 1 . .
b) Produit des pentes: 1 X (—4) = —1: perpendiculaires.

c) Pentes différentes (3 # 2) et produit3 X2 =6 # —1:nil'un ni l'autre.
Solution 5.19.

58800 — 42000 16800
2023 —2015 8

b) En moyenne, la population de la ville a augmenté d'environ 2100 habitants
chaque année entre 2015 et 2023.

Solution 5.20.

a)

= 2100 habitants par an.

a) f(x)=0,25x + 45.
b) f(120) = 0,25 - 120 + 45 = 30 + 45 = 75 CHF.

c) 0,25x +45=105= 0,25x = 60 = x = 240 km.
Solution 5.21.

Soit x le nombre de litresa20% et y celuia 50% :

x+y=12
0,20x + 0,50y = 0,30 - 12 = 3,6

De la premiére équation : x = 12 — y. Substitution : 0,20(12 — y) + 0,50y = 3,6 <
2,44 0,30y = 3,6 < y=4,doux =8.Ilfaut 8 litres de solution a 20% et 4 litres
a 50 %.
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Solution 5.22.
Soit b la vitesse du bateau en eau calme et ¢ celle du courant :

b+c=§=18

6

b—c=—=12
=3

En additionnant:2b = 30 = b = 15, puisc = 18 — 15 = 3. Le bateau avance a
15 km/h en eau calme, et le courant est a 3 km/h.

Solution 5.23.

a) a_212—32_180_g
©100—0 100 5

b) F—32=%(C—0)=>F=%C+32.

9 9 5
c) 98,6 = §C+ 32=> 66,6 = EC = (C =66,6X ) = 37. La température du
corps humain est 37°C.
Solution 5.24.

En additionnant les deux premiéres équations: 3x + 2z = 20. En calculant (=2)X
€g.14+€q9.3:x+ 3z =23 Enrésolvant ce systeme 2 X 2:z =7,x = 2, puis (dans
I'équation 1)y =3.5 ={(2,3,7)}.
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Chapitre 6

Calcul littéral

Bagdad, IX€ siecle. Un savant persan nommé
Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi rédige un
traité intitulé Al-Kitab al-mukhtasar fi hisab
al-jabr wal-muqgabala — «Le livre abrégé sur
le calcul par la complétion et la balance ».

Le mot al-jabr donnera algébre.

Al-Khwarizmi n'utilise pas de lettres : il écrit
tout en mots.

Mais l'idée est |a : manipuler des quantités in-
connues comme si elles étaient connues, et
trouver leur valeur par le raisonnement.

Trois siecles plus tard, les lettres feront leur ap-
parition.

L'algébre moderne était née.

6.1 Expressions algébriques

Définition 6.1 — expression algébrique.

Une expression algébrique est une combinaison de nombres, de variables
et d'opérations (+, —, X, +, puissances, racines). Une variable est une lettre
représentant une quantité indéterminée.

TLes faits : “Al-Kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr wal-mugabala” (“Le livre abrégé sur le calcul
par la restauration et la comparaison”), Bagdad, vers 820-830.
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CHAPITRE 6. CALCUL LITTERAL

Définition 6.2 — monéme et polynéme.

Un mondéme est un produit d'un nombre (le coefficient) et de puissances
de variables : 3x%y, —5x, 7.

Un polynédme est une somme de monémes. Le degré d'un polynédme en
x est I'exposant le plus élevé.

Exemple 6.1. P(x) = 4x3 — 2x?> + x — 7 est un polynéme de degré 3. Ses termes
semblables sont des mondmes de méme degré : 3x2 + 5x2 = 8x2.

6.2 Développement

Théoréeme 6.3 — distributivité.

Pour tousréelsa, b, c:
a(b+c) =ab+ ac.

Plus généralement:

(a+b)(c+d)=ac+ ad + bc + bd.

Définition 6.4 — identités remarquables.

Pour tousréelsaetb:

(a + b)?> = a® + 2ab + b?
(a — b)? = a®> —2ab + b?
(a + b)(a—b) = a® — b?

Et, pour tout réel x :

(x + a)(x + b) = x>+ (a+ b)x + ab.

Exemple 6.2. (2x + 3)? = 4x% + 12x + 9.
(x = 5)(x+5) = x? —25.

(Bx—1)?=9x2 —6x + 1.
(x+7)(x—2)=x%>+5x —14.

Remarque 6.1. astuce de calcul mental Les identités remarquables permettent des
calculs mentaux rapides. Par exemple, (x + 10)? — (x — 10)? = 40x (& vérifier en déve-
loppant), ce qui donne un moyen rapide de calculer des différences de carrés comme
1210% — 1190% sans poser 'opération : il suffit de prendre x = 1200, d'ot 40 - 1200 = 48 000.
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6.3 Factorisation

Définition 6.5 — factorisation.

Factoriser une expression, c'est I'écrire commme un produit de facteurs plus
simples. C'est 'opération inverse du développement.

Remarque 6.2. pourquoi factoriser? Une forme factorisée est précieuse pour deux
raisons:
- connaissant les signes de deux facteurs, la regle des signes donne directement
le signe de leur produit — ce qui n'est pas le cas pour une somme;
- un produit de facteurs est nul si et seulement si I'un des facteurs est nul, ce qui
permet de résoudre facilement des équations de degré supérieur a 1.

Exemple 6.3. Résoudre x? + 3x — 10 = 0 directement est difficile. Mais en factorisant :
x% +3x —10 = (x + 5)(x — 2), 'équation devient (x + 5)(x —2) = 0, donc x = —50u x = 2.

Les techniques principales sont, dans cet ordre de priorité :

. Facteur commun (mise en évidence) : 6x? 4+ 9x = 3x(2x+3). On peut aussi
mettre en évidence une expression entiére, pas seulement un monéme :

(4x—3)(2x+5)—(4x—=3)(x—1) = (4x=3)[(2x+5)—(x—1)| = (4x—3)(x+6).

- Identités remarquables a I'envers :

a’® 4+ 2ab + b?> = (a + b)?
a? —2ab + b*> = (a — b)?
a’>—b?>=(a+b)a-b)

- Regroupement:ax+ay+bx+by=a(x+y)+b(x+y)=(a+b)(x+y)
Exemple 6.4. Factoriser 4x2 —9:4x% — 9 = (2x)? — 32 = (2x + 3)(2x — 3).

Factoriser x> —6x + 9:x2 —6x+ 9 = (x — 3).

Remarque 6.3. regroupements plus subtils Certaines expressions demandent de
repérer une identité remarquable «cachée», ou de déplacer des termes avant de mettre
en évidence.

Exemple 6.5. Factoriser x* 4+ 8x + 16 — y? : on repére d’abord l'identité cachée x? +
8x + 16 = (x + 4)?, puis une différence de carrés:

X +8x+16—y*=(x+4)P2 -y =(x+4+y)(x+4—-y).

Exemple 6.6. Factoriser 5ac + 5bc — 2ad — 2bd : on regroupe les termes deux par deux
pour faire apparaitre un facteur commmun :

5ac + 5bc — 2ad — 2bd = 5¢(a + b) — 2d(a + b) = (a + b)(5¢ — 2d).
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CHAPITRE 6. CALCUL LITTERAL

6.4 Fractions algébriques

Définition 6.6 — fraction algébrique.

Une fraction algébrique est un quotient de deux polynémes:

pour Q(x) # 0.

p

)

Q

(x
(x

Les regles sont les mémes que pour les fractions numeériques:

Proposition 6.7 — opérations sur les fractions algébriques.

A C_Ac
B D BD
A+C_AD+BC
B D BD
A/B_é Q
C/D B C
Exemple 6.7. Sim Iifier&'
ple ©.7. P x2—4x+4
x2—4 (x+2)(x—-2) x+2
x2—4x+4  (x—-22  x=2

X # 2.

y

définie

Algorithme d’Euclide pour les polynémes. Comme pour les entiers, on

peut diviser un polynéme A par B :
A=B-Q+R,

ou degR < degB. Q est le quotient, R le reste.

Exemple. Diviser A(x) = x> —2x+1parB(x)=x—1:

X-2x+1=0(x-1DE*+x—-1)+0.

Reste nul : x = 1 est racine de A.

MA2 — Approfondissement

Identités remarquables de degré 3. Pour tous réels a, b :

(a +b)? = a® + 3a®b + 3ab? + b3
(a —b)? = a®> — 3a®b + 3ab? — b3
a®>— b3 =(a—b)a*+ab + b?)
a®+ b3 = (a+b)(a®—ab + b?)
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Les deux dernieres se vérifient en développant le membre de droite.
Exemple. Factoriser x3 — 27 : on reconnait x> — 33, donc x> — 27 = (x —
3)(x? 4+ 3x 4+ 9). Factoriser 8x3 4+ 1 : on reconnait (2x)* + 13, donc 8x3 + 1 =
(2x +1)(4x? —2x + 1).

6.5 Exercices

Exercice 6.1. Développer et simplifier :
a) Bx—2)(x+5)
b) (2x +1)* — (2x —1)?
c) (x+3)(x—3)+x?

d) (a+b+c)* (développeren regroupant (a+b)+c)

Exercice 6.2. Factoriser complétement :
a) 12x3 — 8x% + 4x
b) 9x2 — 25
c) x2+10x + 25
d) 2x% -8

e) x> —x

Exercice 6.3. Simplifier les fractions algébriques (préciser les restrictions) :

3x2—12
xX—2

a)

X2 4+2x+1

) x2 -1

Exercice 6.4. Calculer et simplifier:

2 3

a

)x+1+x—1

b).‘>c2—9.x+1
xX+3 x-—3

Exercice 6.5. Résoudre les équations suivantes:

a) (x+2)(x—3)=(x+1)(x—1)
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Exercice 6.6.
a) Développer et réduire (x + 10)? — (x — 10)2.
b) En déduire, sans poser 'opération, 1210% — 11902
c) Calculer mentalement 9982 (indication : 998 = 1000 — 2).

d) Calculer mentalement 997 - 1003.

Exercice 6.7. Factoriser en mettant en évidence une expression entiere :
a) Ax—-3)2x+5) —(@x—-3)(x—-1)

b) (x +6)(3x —2) + (x + 6)?

Exercice 6.8.
a) Factoriser x? + 3x — 10.

b) En déduire les solutions de I'équation x? + 3x — 10 = 0.

Exercice 6.9. Factoriser en regroupant les termes:
a) 5ac + 5bc — 2ad — 2bd

b) x?+ 8x + 16 — y?

Exercice 6.10. Développer et réduire :

a) (x—1D(x+2)(x—-3)

b) Qx+1)(x—4)—3(x—2)
Exercice 6.11. Factoriser complétement, en combinant plusieurs technigques
Si nécessaire :

a) 3x3—12x

b) 2x*>+8x+8

c) x*—16
Exercice 6.12. Un rectangle a pour longueur (x + 5) et largeur (x — 2), avec
x> 2.

a) Exprimer et développer l'aire A(x) de ce rectangle.
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b) On découpe, dans un coin du rectangle, un carré de coté x. Exprimer et
simplifier l'aire restante R(x).

c) Calculer cette aire restante pour x = 10.

Exercice 6.13. Calculer et simplifier :

3 + 2
x2—-1 x+1°

Exercice 6.14. Résoudre:

3. 1 8
xX—2 x+2 x2—-4

Exercice 6.15. Isoler |la variable indiquée dans chaque formule :
a) Isoler h dans V = zrr?h (volume d'un cylindre).
1 . R
b) Isoler bdans A = z(a + b)h (aire d'un trapeze).

2x+3
x—1"

C) Isolerxdansy =

Exercice 6.16. Démontrer, en développant les deux membres, que pour tout
réel x:
(x+13—-(x—-1)>3=6x*>+2.

Exercice 6.17. (MA2) Factoriser a l'aide des identités de degré 3:
a) x3—27

b) 8x3+1

Exercice 6.18. Effectuer la division euclidienne de A(x) = x342x2—5x+7
par B(x) = x — 2.

a) Donner le quotient Q(x) et le reste R.

b) Calculer A(2), et comparer au reste R. Que remarque-t-on? (Ce phé-
nomeéne s’‘appelle le théoreme du reste : le reste de la division de
A(x) par x — k vaut toujours A(k).)
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6.6 Résumé du chapitre

Développement
- (a+b)(c+d)=ac+ad + bc+ bd
- (a4 b)*> = a? + 2ab + b?
- (a—=Db)? = a* — 2ab + b?
- (a+b)a—->b)=a%>—-b?
- (x+a)x+b)=x*+(a+b)x+ab

Factorisation

- Pourquoi: le signe d'un produit se lit facilement, et un produit nul donne
un facteur nul (utile pour résoudre des équations)

- Ordre a privilégier : facteur commun (mise en évidence, éventuellement
d'une expression entiére), puis identités remarqguables, puis regroupe-
ment (identité cachée, déplacement de termes)

- Facteur commun:ka + kb = k(a + b)

. Carré parfait: a®> = 2ab + b*> = (a = b)?

. Différence de carrés:a? — b%> = (a + b)(a — b)

- Regroupement par paires si nécessaire

- MA2:a3 - b® = (a—b)a®+ab+b?);a® + b* = (a+ b)(a® — ab + b?)

Fractions algébriques
- Simplifier : factoriser numérateur et dénominateur, puis éliminer les fac-
teurs communs
- Addition : réduire au méme dénominateur (factoriser d'abord si un déno-
minateur ne l'est pas encore)
- Multiplication : produit des numérateurs sur produit des dénominateurs
- Toujours préciser les valeurs interdites

Isoler une variable, division de polynémes
- Isoler une variable dans une formule : mémes principes d'équivalence
gue pour une égquation numeérique
- MA2 — Division euclidienne : A(x) = B(x) - Q(x) + R(x), avec degR < deg B
- MA2 — Théoréme du reste : le reste de la division de A(x) par x — k vaut
A(k)

n7
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6.7 QCM — Calcul littéral

Une seule réponse correcte par question.

1. (x+3)?estégal a:

a) x>+9

b) x> +3x+9
c) x>+6x+9
d) x2+6x+6

2. La factorisation de x2 — 16 est :

a) (x —4)?
b) (x + 4)?
c) (x—4)(x+4)
d) (x=2)(x+8)

3. Développer 2x —1)(3x+4):
a) 6x>+5x —4
b) 6x2—5x —4
c) 6x>+5x+4
d) 5x2+5x—4

4. Factoriser 3x% — 12x:

a) 3x(x—4)
b) 3(x? —4x)
c) x(3x —12)
d) 3x(x —4) et x(3x — 12) sont équivalents
.. xt—4
5. Simplifier <12 pour x # —2:
a) x—2
b) x+
c) x> -2
d) x—-2

6. (a—b)>—(a+b)?estégala:

7.
x x+1
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10.

11.

12.

13.

2

2x+1
2x+1

x(x+1)
1

x(x+1)
x+14+x

xX+x+1

Quel est le degré du polyndme P(x) = 3x* —2x3 + x — 77

0o
9 bW

Développer (x + 4)(x —9):
a) x> —5x—36
b) x? 4+ 5x — 36

c) x>—5x+36

d) x? —13x — 36

Les solutions de I'équation x> — 8x + 15 = 0 sont :
a) x=3etx=5

b) x=-3etx=-5

c) x=8etx=15

d) x =15 uniquement

(2x+5)(3x—1) — (2x + 5)(x + 4) se factorise en :

2x+5)(2x —5)

(2x +5)(4x + 3)

2x+5Bx—-1(x+4)

Cette expression n'est pas factorisable

(MA2) La factorisation de x3 + 8 est :

a) (x+2)>

b) (x+2)(x? —2x+4)
c) (x+2)(x*+2x+4)
d) (x —2)(x? +2x + 4)

Isoler r dans C = 2zr donner =
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14. (MA2) D'aprés le théoréme du reste, le reste de la division de x> — 5x + 2 par
X —3est:

4

Q
=

o0 O
S W

)
)
)
)

(o}

~14

Réponses:1-c 2-¢c 3-a 4a 5a 6-b 7-b 8c 9-a 10-a 1-a 12-b 13-b
14-a
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6.8 Corrigés

Solution 6.1.

a) 3x% +15x — 2x — 10 = 3x? + 13x — 10.
b) (4x* +4x +1)— (4x*> —4x+1) = 8x.
c) x> =9+ x?=2x2-09.

d) ((@+b)+c)?=(a+b)*+2(a+b)+c?>=a’?+2ab+ b?>+ 2ac + 2bc + 2.

Solution 6.2.

a) 4x(3x? —2x+1).

b) (3x — 5)(3x + 5).

c) (x+5)>%

d) 2(x? —4) =2(x —2)(x + 2).

e) x(x*—1) =x(x—1)(x+1).

Solution 6.3.
2_ —
a) 3(x2-4) _ 3(x=2)(x+2) =3(x+2),x#2.
x—2 x=2
C Vi
(x=D(x+1)  x-1
Solution 6.4.
a) Ax—DH3HD) Sl #+ +1.
(x+1)(x—1) x2-1
p) XD XL 4 1) x £ =3, x £ 3.
x+3 x-3
Solution 6.5.

a) Développement:x2—x—-6=x*—-1=>—-x=5=x = —5.
b) 2x+1=3(x—-1)=22x+1=3x-3=>x=4x#1.V
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Solution 6.6.

a) (x% +20x + 100) — (x? — 20x + 100) = 40x.
b) Avec x = 1200 :40 - 1200 = 48 000.
c) (1000 — 2)? = 1000000 — 4000 + 4 = 996 004.

d) (1000 — 3)(1000 + 3) = 1000000 — 9 = 999 991.
Solution 6.7.

a) (4x = 3)[(2x +5) — (x — 1)] = (4x — 3)(x + 6).

b) (x+6)[(3x —2) + (x + 6)] = (x + 6)(4x + 4) = 4(x + 6)(x + 1).
Solution 6.8.

a) x> +3x—10 = (x+ 5)(x —2).

b) (x+5)(x—2)=0 < x=-50ux=2.
Solution 6.9.

a) 5c(a + b) — 2d(a + b) = (a + b)(5¢ — 2d).

b) (x+4)? -y’ =(x+4+y)(x+4-y).
Solution 6.10.

a) Endéveloppantd'abord les deux premiersfacteurs: (x—1)(x+2) = x24+x-2,
puis (x? + x = 2)(x = 3) = x> — 2x? — 5x + 6.

b) 2x2 —8x+x—4—3x+6 = 2x> — 10x + 2.
Solution 6.11.

a) Facteur commun puis différence de carrés : 3x(x? — 4) = 3x(x — 2)(x + 2).
b) Facteur commun puis carré parfait : 2(x? + 4x + 4) = 2(x + 2)>.

c) Différence de carrés, deux fois: x*—16 = (x2—4)(x?+4) = (x—2)(x+2)(x%+4)
(le facteur x? + 4 ne se factorise plus dans R).
Solution 6.12.

a) A(x) = (x +5)(x —2) = x*> + 3x — 10.
b) R(x) = A(x) — x? = x*> + 3x — 10 — x*> = 3x — 10.
c) R(10) =3-10 — 10 = 20.
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Solution 6.13.

On factorise d'abord le premier dénominateur : x> — 1 = (x — 1)(x + 1), dénomi-
nateur commun.

3 L2 3+2(x—1)  2x+1 N
x—-Dx+1 x+1 (x-Dx+1) (x-Dx+1) -
Solution 6.14.

Onremarque x?>—4 = (x—2)(x+2),donc x # +2. En multipliant chague membre
par (x —2)(x + 2):

3(x+2)—(x—2)=8 < 2x+8=8 < x=0.

Comme 0 # +2, cette valeur est admissible : S = {0}.

Solution 6.15.
1%
b) 24=(a+bh= 2 cq+bmp=24_o=24-09"
h h h
y+3
c) y(x—l):2x+3:yx—y:2x+3:x(y—2)=y+3:x:yTz,yaéz.

Solution 6.16.
(x+13=x>+3x>+3x+1et(x—1)3 = x3—3x%+ 3x — 1. En soustrayant :

3432 +3x+1)—-(3=3x2+3x -1 =6x>+2.
Solution 6.17.

a) x> —-33=(x—-3)(x*+3x+9).

b) (2x)3 + 13 = (2x + 1)(4x? — 2x + 1).
Solution 6.18.

a) En posant la division (ou par divisions successives) : x3+2x%—5x+7 =
(x=2)(x*+4x+3)+13.Donc Q(x) = x> +4x+3etR =13.

b) A(2) =8+8—10+ 7 = 13:0on retrouve exactement le reste R = 13.
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Chapitre 7
Fonctions du second degré

Babylone, 2000 avant notre ére.
Un scribe grave sur une tablette d'argile :

“Quelle est la surface d’'un cogré dont le coté
augmenté de son quart vaut 2 2?7

Il ne sait pas encore ce qu'est une equation. Il
sait seulement qu'il y a une inconnue, et que
cette inconnue, au carré, doit satisfaire une
certaine relation.

TSy «ﬁzmy /
o TR
MEAA A M& SRR YA < AT B

{erEnel QAR B e sty
RIEE (AT 23l

u-a

Tiaf
AP

YKA

VR Ty
7 fﬁ.&nﬁﬂﬂéﬂs&«#ﬂ«@ﬁw

Les Babyloniens résolvaient ces problemes par
des recettes geomeétriques — compléter un car-

A T AT T 0T ST T

o . , . %j/ 7 R} PR AT TR 43 RERRT T
ré, littéralement, avec des tuiles d'argile. v /// o ”Eywm%;ﬁgﬁﬁiﬁ
i PR
. . e s@ﬁwwm«
Quatre mille ans plus tard, nous faisons la M%////W / e mw““g mﬁmw%wmw
& I PR
~ Sy HE= Lo ///// 144
méme chose, avec des symboles. W//////% / ////W«W fn&?“w’;{’,@*&ﬁﬁi‘
. . Ui //// Mg o LI 3t
La formule a changé. La question, elle, n'a pas X 477//’/////// 4//// /%ﬁﬂﬂ" o a4 <
/ﬂ////// L= bt S
bougé.1 //// / ;ﬁwmm«ﬁf&mg«wt
il %/// «uswmm WWY;%%“:,?J %«?&M
7 / / AR an el
/”WMW#%
// //////}/, R G A
//// /m&gﬁﬂr TEQT VN-FV ;;\gg
(4G i T T w& AT
[P <R << BEneh T JEAE AR < i_ev e

«Mvtu«gA@N

Les faits : Résolution géométrique d’équations du second degré (“complétion du carré”)
attestée sur des tablettes paléo-babyloniennes (env. 1800-1600 av. J.-C.), par ex. BM 13901 (British
Museum) et YBC 7289 (Yale Babylonian Collection, approximation de +/2). Le récit tel qu'écrit
(“un scribe grave...”) est une reconstitution narrative plausible mais non une citation littérale
d'une tablette précise.
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CHAPITRE 7. FONCTIONS DU SECOND DEGRE

7.1 Forme développée

Définition 7.1 — fonction du second degré.
Une fonction du second degré est une fonction de la forme

f(x) =ax?+bx +c, a,b,ceR, a#0.

Son graphe est une parabole d'axe de symétrie vertical.
- a> 0:parabole ouverte vers le haut (convexe)
- a < 0:parabole ouverte vers le bas (concave)

7.2 Forme canonique

Théoréme 7.2 — forme canonique.
Tout trindme ax? + bx + ¢ peut s'écrire sous la forme canonique:

f(x) =a(x —h)?® +k,

b b?

Le point S = (h, k) est le sommet de la parabole. C'est le minimum de f si
a> 0, le maximumsia < 0.

Exemple 7.1.  Mettre f(x) = 2x?> — 8x + 5 en forme canonique.

h=_2__82=2, k=222 -8Q2)+5=8—16+5=—3.

Donc f(x) = 2(x — 2)?> — 3. Sommet : S = (2, -3).

Remarque 7.1. la complétion du carré, en détail La formule ci-dessus provient d'une
technique appelée complétion du carré : pour transformer x2 + kx, on ajoute et re-

tranche (5) (le carré de la moitié du coefficient de x), ce qui fait apparaitre une identité
remarquable.

Exemple 7.2. Mettre f(x) = x? —6x + 7 en forme canonique par complétion du carré:

f)=x*—6x+7=(x*—6x+3%)-32+7=(x-3)?%-2

Remarque 7.2. transformations du graphe La parabole de f(x) = a(x—h)?+k s'obtient
a partir de celle de g(x) = x? en : la déplacant horizontalement de h, en la resserrant ou

I'élargissant selon |a| (et en la retournant si a < 0), puis en la déplagant verticalement

de k.
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7.3 Discriminant et racines

Définition 7.3 — discriminant.
Le discriminant du trindme ax? + bx + c est

A = b? — 4ac.

Proposition 7.4 — cas particulier x* = d.

Les solutions de I'équation x? = d (pour d > 0) sont x; = +Vd et x, = —\/c_l.
Sid < 0,il n'y a pas de solution réelle.

Proposition 7.5 — théoréme du produit nul.

Si p et g sont deux expressions algébriques, alors
p-q=0 < p=0ouq=0.

Ce théoreme permet de résoudre directement une équation dés qu'on en
connait une forme factorisée, a condition qu'un des membres de I'équation
soit nul.

Exemple 7.3. Résoudre (x + 3)(2x — 5) = 0: par le théoréme du produit nul, x +3 =0
ou2x—5=0,doncx=-3oux= g

Théoréeme 7.6 — nature des racines.

- A > 0:deux racines réelles distinctes

X —b++A
L2™= """
. A =0:uneracine double
b _
07 2a

- A <0:aucune racine réelle

Exemple 7.4. Résoudre x> —5x+6=0.A=25-24=1>0.x; = 54;_1 =3,x, = >1
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CHAPITRE 7. FONCTIONS DU SECOND DEGRE

7.4 Forme factorisée

Théoréme 7.7 — forme factorisée.
SiA >0, letrinbme se factorise:

ax? + bx + ¢ = a(x — x;)(x — x,).

SiA=0:ax?+bx+c=a(x— x>

Exemple 7.5. x?>—5x+6=(x—2)(x—3).
2x% —8x + 8 =2(x — 2)2.

7.5 Signe du trinbme

Proposition 7.8 — signe de ax? + bx + c.

- SiA<0: f(x)alesigne de a pour tout x.

- SiA=0:f(x)>0sia>0(nulenxy), f(x) <0sia<O.

- SiA>0eta>0:f(x) <0pourx € (xy,x;), f(x) >0 pour x & [xq,X;].
- SiIA>0eta < 0:signesinversés.

Exemple 7.6. Résoudre x> —x — 6 < 0. Racines: A = 1+ 24 = 25, X = % = =2,

x2=%:3.Commea=1>0:f(x)§0pourxe[—2,3].

7.6 Représenter graphiquement une parabole

Proposition 7.9 — méthode des 5 points.

Pour tracer efficacement une parabole, on détermine, lorsque c'est pos-
sible : 'ordonnée a l'origine f(0); le sommet et I'axe de symétrie; le symé-
trique du point (0, f(0)) par rapport a cet axe; la convexité (a > 0) ou la
concavité (a < 0); et, si besoin, quelques points supplémentaires (avec
leurs symétriques).

Exemple 7.7. Représenter f(x) = 2x? — 8x + 5 (déja mise en forme canonique :
f(x) = 2(x —2)> = 3).

- Ordonnée a l'origine : f(0) = 5, point (0, 5).

- Sommet : S(2,-3), axe de symétrie : x = 2.

- Symétrique de (0, 5) par rapporta x = 2: (4, 5).

- a=2>0:parabole convexe.

- Points supplémentaires: f(1) = —1 et f(3) = —1 (symétriques I'un de l'autre).
On reporte tous ces points dans un repére pour tracer la parabole.
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7.7 Résoudre un probléme d'optimisation

Définition 7.10 — probleme d’optimisation.

Un probléme d'optimisation consiste a déterminer la valeur extréme (maxi-
mum ou minimum) d'une grandeur, en la modélisant par une fonction du
second degré dont on étudie le sommet.

Exemple 7.8. Un fermier dispose de 80 m de cléture pour délimiter un enclos rec-
tangulaire le long d'une riviere rectiligne (le c6té le long de la riviere n'a pas besoin de
cléture). Quelle aire maximale peut-il obtenir?

Soit x la largeur (les deux c6tés perpendiculaires a la riviere) et y la longueur. On a
2x +y = 80,donc y = 80 — 2x, et l'aire est

A(x) = x(80 — 2x) = —2x> + 80x,  x € ]0,40[.
Comme a = —2 < 0, la parabole est concave : le sommet est un maximum, atteint en
b 80

247 T2-(-2)

=20 € ]0,40].

L'aire maximale est A(20) = —2 - 202 4+ 80 - 20 = 800 M2, obtenue pour une largeur de
20 m et une longueur de 40 m.

7.8 Déterminer I'expression d’'une parabole a partir d'un gra-
phique

Remarque 7.3. quelle forme utiliser? Si on connait le sommet S(h, k) et un autre
point, on utilise la forme canonique f(x) = a(x — h)? + k pour trouver a. Si on connait
les zéros x; et x, et un autre point, on utilise la forme factorisée f(x) = a(x — x1)(x — x5).

Exemple 7.9. Une parabole a pour sommet S(—2,5) et passe par (0,1). On pose
fx)=alx+ 2)? + 5.Comme fo)y=1:

4da+5=1 < a=-1.
Donc f(x) = —(x +2)>+5=—x? —4x + 1.

Exemple 7.10. Une parabole a pour zéros —1 et 4, et passe par (2,—6). On pose f(x) =
a(x + 1)(x —4). Comme f(2) = —6:

a-3-(-2)=—-6a=-6 < a=1.

Donc f(x) = (x + 1)(x —4) = x> — 3x — 4.

7.9 Intersections de deux courbes

Exemple 7.1.  Calculer les points d'intersection de f(x) = x + 1 (une droite) et g(x) =

x? — x — 2 (une parabole). On résout f(x) = g(x):

x+1=x2-x-2 < x*-2x-3=0.
A=4+12=16,donc x| = ? =—-letx; = # = 3. En substituant dans f: f(-1) =0
et f(3) = 4. Les points d'intersection sont (—1,0) et (3,4).
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Equations de degré supérieur a 2. Lorsqu'on peut factoriser compléte-
ment une équation de degré > 2, le théoreme du produit nul permet
d’en trouver toutes les solutions.

Exemple. Résoudre x> —4x> —x+4=0:

X—4x?—x4+4=x*x-4)-(x—-4)=(x—-4x*-1)=(x—-4)(x-1)(x+1).

Par le théoréme du produit nul: x =4, x =1ou x = —1.

Relations de Viéte. Si x; et x, sont les racines de ax? + bx + ¢, alors:

C
x1+x2=—a, xl-x2=a.

Ces relations permettent de construire un trinbme a partir de ses racines
sans calculer le discriminant.

Exemple. Un trindbme de coefficient dominant 3 a pour racines —2 et 5.
b=-3(=2+5)=-9etc=3(-2)5) = —30: f(x) = 3x> — 9x — 30.

710 Exercices

Exercice 7.1. Pour chaque trinbme, trouver la forme canonique, le sommet et
le(s) racine(s) éventuelle(s) :

a) f(x)=x*>—4x+3
b) g(x) = —2x*>+4x—2

c) h(x) =x>+x+1

Exercice 7.2. Résoudre les inéquations:

a) x>?=3x—-10>0

b) —x>+2x+3>0

c) 2x*+x+1<0
Exercice 7.3. Une balle est lancée vers le haut. Sa hauteur (en métres) apres t
secondes est h(t) = —5t% + 20t + 1.

a) Quelle est la hauteur maximale atteinte?
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b) A quel moment la balle retouche-t-elle le sol?

Exercice 7.4. Trouver le trinéme f(x) = ax? + bx + ¢ sachant que:

a) son sommet est S(1,—4) et il passe par (3,0)

b) ses racines sont —3 et 2, et f(0) = 12
Exercice 7.5. [MA2] Les racines de 2x? + bx + ¢ = 0 vérifient x; + x, = 3 et
X; - X, = —5.Trouver b, c et les racines.

Exercice 7.6. Mettre f(x) = x>+ 10x+18 sous forme canonique par complétion
du carré.

Exercice 7.7. Représenter g(x) = —x? + 4x + 1 en utilisant la méthode des 5
points.

Exercice 7.8. Un fermier dispose de 100 m de cléture pour délimiter un enclos
rectangulaire le long d'une riviere (le c6té longeant la riviere n'a pas besoin de
cléture). Quelle est I'aire maximale possible?

Exercice 7.9. Déterminer I'expression algébrique de |la parabole dans chaque
cas:

a) sommet S(3,—2), passant par (5, 6)
b) zéros —4 et 1, passant par (0, —8)
Exercice 7.10. Calculer les coordonnées des points d'intersection de f(x) =
2x —letg(x)=x*+x—-7.
Exercice 7.11. [MA2] Résoudre x3 + x> —4x —4 = 0.
Exercice 7.12. Résoudre par la formule du discriminant :
a) x2—2x—-8=0
b) x2—6x+9=0

c) x> +2x+5=0

Exercice 7.13. Résoudre directement, en utilisant le théoréme du produit nul :
a) 2x—=3)(x+4)=0
b) x(x—5)=0

c) 3(x+1)2x—7)=0

Exercice 7.14. Etudier le signe de f(x) = —3x% + 12x — 12 sur R.

Exercice 7.15. Sans résoudre les équations, donner la somme et le produit des
racines (réelles ou complexes) de chaque trinbme :
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a) x2—7x+12

b) 2x% + 5x — 3

c) —x>+4x+1
Exercice 7.16. Pour chague description du graphe d'une fonction du second
degré, indiquer le signe du discriminant A.

a) La parabole coupe I'axe des abscisses en deux points distincts.

b) La parabole est tangente a I'axe des abscisses (elle le touche en un seul
point).

c) La parabole ne rencontre jamais I'axe des abscisses.

. . . . o 1
Exercice 7.17. Une entreprise vend x articles au prix unitaire de (50 - Ex) CHF.

. ) 1
a) Exprimer et développer la recette R(x) = x - (50 — zx).

b) Pour quelle quantité x la recette est-elle maximale? Quelle est cette
recette maximale?

Exercice 7.18. Démontrer les relations de Viéte : si x; et x, sont les racines
b c .
de ax? + bx + ¢ (avec a # 0), alors x; + x, = 2 et x1x, = o Indication :

partir de la forme factorisée a(x — x;)(x — x,) et l'identifier & ax? + bx +c.

Exercice 7.19. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles la droite
y = mx + 1 est tangente 3 la parabole y = x? — 3x + 4 (c'est-a-dire qu'elle
la touche en un seul point).

Exercice 7.20. Résoudre I'équation bicarrée x* — 5x2 + 4 = 0. Indication :

poser u = x2.
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711 Résumé du chapitre

Trois formes
. Développée : f(x) = ax®* + bx +c
. Canonique : f(x) = a(x — h)?> + k, sommet S(h,k) avec h = —%, k= f(h)
(obtenue par complétion du carré)
- Factorisée : f(x) = a(x — x;)(x —x,)siA >0

Discriminant A = b? — 4ac

. —b+VA
- A > 0:deuxracines x; ; = 2\/—
? a
. b
- A =0:racinedouble x, = -
a

- A < 0:aucune racine réelle
. Cas particulier:x2=d (d > 0)= x = +\/d
- Théoréme du produitnul:p-q=0 < p=0ouq=0

Signe du trinbme (A > 0)
- a > 0:négatif entre les racines, positif a I'extérieur
- a < 0: positif entre les racines, négatif a I'extérieur
- A < 0:signe constant égal au signe de a

Représenter et déterminer une parabole

- Méthode des 5 points:ordonnée a l'origine, sommet/axe, point symétrique,
convexité, points supplémentaires

- Optimisation : modéliser par A(x), trouver le sommet (max si a < 0, min si
a > 0), vérifier le domaine

. Apartird'un graphique : sommet connu — forme canonique; zéros connus
— forme factorisée; puis un point supplémentaire pour trouver a

- Intersections de deux courbes : résoudre f(x) = g(x)

.- Tangence droite/parabole : le systéme a une solution double < A =0

Relations de Viéete
c, ...
X1+ Xy = - %= (utilisables sans calculer A)
- MA2 — preuve : développer a(x — x;)(x — x,) et identifier avec ax? + bx + ¢
MA2 — Equations de degré > 2
- Factoriser complétement, puis théoreme du produit nul

. Equation bicarrée ax* + bx?> + ¢ = 0 : poser u = x?, résoudre en u, puis
revenir a x

135

RESUME DU CHAPITRE

7.11.



3d03d dNOD3S NA SNOILDONO4 'L 3d1IdVHD

136



712 QCM — Fonctions du second degré

Une seule réponse correcte par question.

1. Le sommet de f(x) = 2x*> — 8x + 3 est :

a) (2,-5)
b) (-2,23)
c) (4,3)
d) (2,3)

2. Le discriminant de x2 + 4x + 5vaut :
a) 36

O n T

) —4
) 4
) 0

3. Combien de racines réelles a 3x% — 6x + 3?

Aucune

Une (double)
Deux distinctes
Trois

a
b
c

)
)
)
d)

4. La forme factorisée de x2 — x — 6 est :

a) (x—2)(x+3)
b) (x+2)(x—3)
c) (x—1)(x+6)
d (x—6)(x+1)

5. L'ensemble des solutions de x2 — 4 < 0 est :

a) (—oo0,—-2]U|[2,+)
b) [-2,2]
c) (-2,2)
d R

6. Une parabole a son sommet en (1, —3) et son coefficient dominant vaut 2.
Son équation est :
a) 2(x+1)*-3
b) 2(x —1)*+3
c) 2(x—1)*-3
d) 2(x+1)*+3

7. Pour f(x) = —x? + 2x + 3, quelle est la valeur maximale?
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10.

11.

12.

13.

N0 O o
AW

—_— — — —

o
[\

Les solutions de 2x% — 5x + 2 = 0 sont :

a) x=1letx=2
b) x=§etx=2
c) x:—%etx:—z
d) x=§etx=—2

Le sommet de f(x) = —x? + 6x — 5 est :
a) (3,4)
b) (3,—4)
c) (-3,4)
d) (6,-5)

Les solutions de (x —2)(3x +9) = 0 sont :

a) x=2etx=-3
b) x=-2etx=3
c) x=2etx=
d) x=—-2etx=-3
Le maximum de A(x) = —3x? 4+ 60x vaut :
a) 100
b) 600
c) 300
d) 10

(MA2) Les solutions de x> — 9x = 0 sont :

a) x=0,x=3etx=-3

b) x=0etx=9

c) x =3 etx = -3 uniguement
d) x =0 uniquement

Sans résoudre I'équation, la somme et le produit des racines de x? — 9x + 20
sont:

9et20
—9et 20
9et —-20
—9et-20

a)
b)
c)
d)
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14. (MA2) Les solutions réelles de I'équation bicarrée x* — 13x? + 36 = 0 sont :

a) x e {-3,-2,2,3}
b) x € {—6,6}
c) x € {4,9}

d) x €{-9,—4,4,9}

Réponses:1l-a 2-b 3b 4b 5b 6-¢c 7-b 8b 9a 10-a 1-c 12-a 13-a
14-a
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713 Corrigés

Solution 7.1.

a) h=2k=-1:f(x)=(x—-2°?—-1.A=4>0:x;=1,x, = 3.
b) h=1k=0:g(x)=—-2(x—1)2 A =0:racine double x, = 1.

c) h= —%,k =2 h(x) = (x+ %)2+%.A =1—-4 = -3 < 0:aucuneracine réelle.

4
Solution 7.2.

a) A=49,x;=-2,x,=5a=1>0:x € (—o0,—2) U (5,+).
b) A=4+12=16,x;,=-1,x,=3,a=-1<0:f >0pourx e [-1,3].

c) A=1-8=-7<0,a=2>0:f>0pourtout x. Aucune solution.
Solution 7.3.

a) Sommet:toz2;—22):25.11(2):—20+40+1:21m.

b) —5t24+20t+1 = 0:A = 400420 = 420.t = % “0420
Solution 7.4.

20+v 420
10

>0t = ~ 4,05s.

a) f)=a(x—12-4f3)=0=>4a-4=0=>a=1f(x)=(x—-1)>%—-4=
x? —2x —3.

b) f(x) = a(x + 3)(x —2). f(0) = a(3)(—2) = —6a = 12 => a = -2. f(x) =
—2(x +3)(x —2) = —2x% — 2x + 12.

Solution 7.5.
Relations de Viete : x; + x, = —S =3=>b=—-6xXx= g = 5= ¢ = —10.
Trinome : 2x? — 6x = 10.A = 36480 = 116 x,, = “—— = 31!2_9,
Solution 7.6.
fxX)=(x*+10x+5*)-52+18=(x+5)*—7.
Solution 7.7.

g(0) = 1: point (0,1). Axe de symétrie : x = —_iz = 2. Sommet : g(2) = 5,donc
S(2,5). Symétrique de (0,1): (4,1). a = —1 < 0: parabole concave. Points supplé-
mentaires: g(1) =4 et g(3) = 4.

Solution 7.8.
Soit x la largeur : y = 100 — 2x et A(x) = x(100 — 2x) = —2x? + 100x, pour
x € ]0,50[. Comme a = -2 < 0, le maximum est atteinten x = — 100 _ 25 m,

2:(-2)
avec A(25) = —2 - 252 + 100 - 25 = 1250 m?2.
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Solution 7.9.

a) f@x) =a(x-3—-2.f5)=4a-2=6=>a=2 f(x) =2(x—3)?—-2 =

2x2 —12x + 16.
b) f(x) =alx+4)(x—1). f0)=—-4a=-8=2>a=2f(x) =2(x+4)(x—-1) =
2x% + 6x — 8.
Solution 7.10.
2x—1=x24+x—7 &> x2—x—6=0A=1+24=25X, = — = -2, x, = % =3,

2
f(=2) = =5, f(3) = 5. Points d'intersection : (—2,—5) et (3, 5).

Solution 7.11.

X+ x?—4x—4=x3(x+1D)—-4x+1D)=(x+Dx*—4) = (x+ 1)(x —2)(x + 2).
Par le théoreme du produit nul: x = -1, x =20u x = —2.
Solution 7.12.

2—6 2+6

Q) A=4+32=36>0:x="——=-2,x5,="—"—=4

b) A =36—-36=0:racinedouble x, = g =3

c) A=4-20=—-16 <0:aucune racine réelle.
Solution 7.13.
3
a =—-0 = —4.
) x > ux

b) x=00oux=>5.

c) x = —1oux = = (le facteur 3 ne peut pas étre nul).

N

Solution 7.14.

A = 144—144 = 0: f posséde une racine double. En factorisant : f(x) = —3(x—2)2.
Comme a = -3 < 0et (x—2)* > 0toujours, on a f(x) < 0 pour tout x € R, avec
égalité uniqguementen x = 2.

Solution 7.15.

a) X1 +x,=7,x1%, = 12.

5
b) X1+ X, = _E, X1Xp = —5

C) x1+x2=—1=4,x1x2=_—

I
I
=
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Solution 7.16.

a) A > 0 (deux racines réelles distinctes).
b) A =0 (racine double).

c) A <0 (aucune racine réelle).
Solution 7.17.

1
a) R(x) = —Exz + 50x.

50
1
2:(=3)
recette est maximale (et vaut 1250 CHF) pour x = 50 articles vendus.
Solution 7.18.

En développant:

1
b) Sommet:x, = — = 50. R(50) = —5(2500) + 2500 = 1250 CHF. La

a(x — x1)(x — x3) = a[x* — (x; + x)x + x1%;| = ax? — a(x; + x,)x + ax;x,.

En identifiant avec ax? + bx + ¢ : le coefficient de x donne —a(x; + x,) = b,

b c
donc x; + x, = ——; le terme constant donne ax;x, = ¢, donc x;x, = —.
a a

Solution 7.19.

Alintersection:x?—3x+4 = mx+1 < x*—(3+m)x+3 = 0. La droite est
tangente lorsque cette éguation a une racine double, c'est-a-dire A =0

A=GB+ml-12=m?>+6m—-3=0.

_ —6+4/36+12 —61—2\/4_8=_312\/§.

2

Il'y a deux valeurs de m possibles: m = =3 + 2\/5 oum=-3-— 2\/5.
Solution 7.20.
En posantu = x?: u? — 5u+4 = 0, qui se factorise : (u — 1)(u —4) = 0, donc
u=1louu=4

cu=x2=1=x==1.

cu=x2=4=x==+2
L'équation a quatre solutions: x € {-2,-1,1,2}.
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Chapitre 8

Pythagore et Thales

Une corde de douze nceuds équidistants, atta-
chée en boucle.

On suppose que les batisseurs de I'Egypte an-
cienne la tendaient en triangle — cotés de 3, 4
et 5 intervalles — pour obtenir un angle droit
parfait.

lIs ne savaient pas démontrer pourquoi cela
fonctionnait.

Pythagore, six siecles plus tard, le demontra.

Mais la vérité était Ia, dans la corde, bien avant
la preuve.

C'est souvent ainsi en mathématiques : on ob-
serve d'abord, on comprend ensuite.

Thales, lui, mesurait la hauteur des pyramides
en comparant les ombres. Deux hommes,
deux idées, une lecon : les rapports et les pro-
portions gouvernent la géométrie.!

Les faits : L'idée que les arpenteurs égyptiens (“harpédonaptes”) utilisaient une corde a
12 nceuds pour tracer des triangles 3-4-5 est une conjecture historiographique proposée par
I'historien Moritz Cantor en 1882, largement popularisée depuis. Aucun papyrus égyptien connu
(ni le papyrus Rhind, ni aucune inscription) ne décrit explicitement cette méthode. C'est un cas
classique de légende méthodologique répétée sans preuve textuelle directe.
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CHAPITRE 8. PYTHAGORE ET THALES

8.1 Rappels: angles et droites paralléles

Définition 8.1 — angles particuliers formés par deux droites.

Deux droites sécantes forment quatre angles. Deux angles opposés par
le sommet sont situés de part et d'autre du point d’intersection. Lors-
gu’une troisieme droite (sécante) coupe deux autres droites, on obtient
des paires d’'angles correspondants (méme position relative sur chaque
droite), alternes-internes (situés entre les deux droites, de part et d'autre
de |la sécante) et alternes-externes (situés a I'extérieur, de part et d’'autre
de la sécante).

sécante

dl

Théoréme 8.2 — angles opposés.

Deux angles opposés par le sormmet sont égaux.

Théoréme 8.3 — angles correspondants.

Deux droites coupées par une sécante sont paralléles si et seulement si
les angles correspondants qu'elle forme avec elles sont égaux.

Théoréme 8.4 — angles alternes-internes et alternes-externes.

Deux droites coupées par une sécante sont paralléles si et seulement si les
angles alternes-internes (resp. alternes-externes) qu’elle forme avec elles
sont égaux.

Exemple 8.1. Deux droites d; et d, sont coupées par une sécante. Si I'angle qu'elle
forme avec d; vaut 32° et I'angle correspondant gu'elle forme avec d, vaut aussi 32°,
alors d; || d,. En revanche, si ces deux angles valaient 59° et 58°, les droites ne seraient
pas paralléles.

8.2 Sommes d’angles dans les polygones

Théoréme 8.5 — somme des angles d’un triangle.
Dans tout triangle, la somme des mesures des trois angles vaut 180°.
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Exemple 8.2. Dans un triangle PAF,on a PAF = 72° et FPA = 51°. Alors
PFA = 180° — 72° — 51° = 57°.

Théoréme 8.6 — somme des angles d’un quadrilatére.

Dans tout quadrilatere, la somme des mesures des quatre angles vaut
360°.

Théoréme 8.7 — triangles isocéle et équilatéral.

Un triangle ABC est isocéle avec AB = AC si et seulement si ABC = BCA
(les angles a la base sont égaux). Un triangle est équilatéral si et seulement
si ses trois angles valent chacun 60°.

Exemple 8.3. Untriangleisocele en A a unangle a la base ABC = 68°. Alors BCA = 68°
également, et BAC = 180° — 2 - 68° = 44°.

8.3 Théoréme de Pythagore
Théoréeme 8.8 — Pythagore.
Dans un triangle rectangle de cétés a, b et d’hypoténuse c:

a? + b? = 2.

Théoréme 8.9 — réciproque de Pythagore.

Sia?+b? = ¢ dans un triangle de cétés a, b, ¢, alors ce triangle est rectangle
en face dec.

Exemple 8.4. Triangle de cétés 5,12, 13 : 5% 4+ 122 = 25 4 144 = 169 = 132. /Rectangle.

Calculer la diagonale d'un carré de coté 1:d? = 12 4+ 12 = 2, donc d = /2.

Proposition 8.10 — théoréemes de la hauteur et d’Euclide.

Dans un triangle rectangle de c6tés a, b, hypoténuse c et hauteur h issue
du sommet droit :

h*=p-q, a*=p-c, b*=q-c,

ou p et g sont les projections de a et b sur c.

Exemple 8.5. Un triangle ABC est rectangle en A, avec BC = 25 et H le pied de la
hauteur issue de A, telque BH = 9. Alors CH =25—9 =16, et :

AH?2=BH-CH=9-16 = 144=> AH = 12,
AB2=BH-BC=9-25=225=>AB=15 AC?=CH-BC =16-25 = 400 = AC = 20.
On vérifie : AB% + AC? = 225 + 400 = 625 = 252 = BC%. /
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CHAPITRE 8. PYTHAGORE ET THALES

8.4 Théoreme de Thales

Théoreme 8.11 — Thales.

Soit un triangle ABC et une droite parallele a (BC) coupant (AB) en M et
(AC)en N. Alors:

AMH AU Y

AB =~ AC  BC’

Théoréme 8.12 — réciproque de Thales.

. AM AN
SiM € (AB),N € (AC) et AE = AC’ alors (MN) || (BC).

Exemple 8.6. Dans un triangle ABC,M € [AB] et N € [AC] avec AM = 3,AB = 9,
AN=4AC=122 _3_L1 AN _ 4 _1 /bonc(MN) | (BC)et MN = 1BC.

AB 9 3 AC 12 3 3
Remarque 8.1. second énoncé de Thalés Le théoreme de Thalées se reformule aussi a
I'aide de deux droites sécantes en un point O, coupées par deux paralléles : si [AB] ||

[A’'B’'] avec A, A’ sur une droite issue de O et B, B’ sur une autre, alors

OA' OB AP
OA OB AB°

Cette configuration ("papillon” si A, B et A’, B’ sont de part et d'autre de O, ou "triangle
emboité” sinon) est équivalente a la formulation en triangle.
Exemple 8.7. 0,A, A sontalignéset O, B, B’ sont alignés, avec [AB] || [A'B’]. On donne

OA =4, 0B = 6 OA' = 10. Alors % = % = 2,5 donc OB’ = 2,5- OB = 15.

8.5 Triangles semblables

Définition 8.13 — triangles semblables.

Deux triangles sont semblables si leurs angles sont égaux deux a deux.
Dans ce cas, leurs cétés sont proportionnels :

a b c
a p-ok

ou k est le rapport de similitude.
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Proposition 8.14 — critéres de similitude.

Deux triangles sont semblables si :
- AA :deux angles égaux (le troisieme l'est aussi)
- SAS : deux cotés proportionnels et angle inclus égal
- SSS : trois cotés proportionnels

Remarque 8.2. Thalés est un cas particulier de similitude : les triangles AMN et ABC
sont semblables (critere AA).

Trois paralléles coupant deux sécantes. Soient trois droites paralléles
d,d’,d"” coupant une premiére sécante en A, B, C (dans cet ordre) et une

seconde en A’,B’,C’. En posant t = i ona:

AB =t-AC, BB =AA +t-(CC' —AA).

Cette propriété généralise le théoreéme de Thalés : elle ne nécessite pas
gue les deux sécantes se coupent en un point commun.

Exemple. d,d’,d"” sont paralléles, A, B, C alignés avec AB = 4, BC = 8, et
A',B',C" alignésavec AA' =6,CC' =10,AC'=9.0nat = % = % d'ou

1 1 4
AB =Z.9= BB’ = (10 =6) = - ==
3 9 =3, 6+3(0 6) 6+3 3

Démonstrations classiques de Pythagore. |l existe plus de 370 démons-
trations connues du théoreme de Pythagore. En voici une par les aires :

Construire un carré de c6té a + b. L'intérieur contient quatre triangles
rectangles de cotés a, b et un carré central de cété c.

ab
(a+b)2=4-7+c2 = a?+2ab+b*=2ab+c* = a?+b%=_c2

8.6 Exercices

Exercice 8.1. Calculer la longueur manqguante (arrondir au centieme si néces-
saire) :

a) Triangle rectangle, cathétes 6 et 8.
b) Triangle rectangle, hypoténuse 13, cathete 5.

c) Triangle rectangle, hypoténuse 7, cathete 4.
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Exercice 8.2. Déterminer si chaque triangle est rectangle:
a) Cotés 7, 24, 25.

b) Cotés4, 5, 6.

c) Cotés/2,4/3,1/5.

Exercice 8.3. Dans le triangle ABC, (MN) || (BC), AM = 4, MB = 6, AN = 3.
a) Calculer NC.

b) Calculer MN si BC = 15.

Exercice 8.4. Deux triangles semblables ont des cotés 3, 4, 5 et 6, x, 10.
a) Trouver le rapport de similitude.
b) Calculer x.

c) Quel est le rapport de leurs aires?

Exercice 8.5. Un arbre projette une ombre de 8 m. Au méme moment, un
poteau de 2 m projette une ombre de 1,6 m. Quelle est la hauteur de l'arbre?

Exercice 8.6. Deux droites d; et d, sont coupées par une sécante.

a) L'angle formé avec d; vaut 55° et I'angle correspondant formé avec d, vaut
aussi 55°. d; et d, sont-elles paralleles?

b) L'angle formé avec d, vaut 40° et I'angle correspondant formé avec d, vaut
42°.d, et d, sont-elles paralleles?

Exercice 8.7.
a) Dans un triangle, deux angles valent 48° et 97°. Calculer le troisieme.
b) Un triangle est isocele en A, avec un angle a la base ABC = 75°. Calculer

BAC.

Exercice 8.8. Un triangle ABC est rectangle en A. La hauteur issue de A a pour
pied H, avec BC = 50 et BH = 18. Calculer AH, AB et AC, puis Vérifier avec le
théoréme de Pythagore.

Exercice 8.9. 0, A, A sont alignés et O, B, B’ sont alignés, avec [AB] || [A'B’].
On donne OA = 5,0B = 7, OB’ = 21. Calculer OA’.

Exercice 8.10. Une échelle de 5 m est appuyée contre un mur. Son pied est
posé au sol a3 m du mur.

a) A quelle hauteur I'échelle touche-t-elle le mur?
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b) Calculer la diagonale d'un rectangle de 5cm sur 12 cm.

Exercice 8.11. Deux droites paralléles d; et d, sont coupées par une sécante.
L'angle formé avec d; vaut 118°.

a) Quelle est la mesure de I'angle opposé par le sommet a cet angle (sur
dy)?

b) Quelle est la mesure de I'angle correspondant sur d,?

c) Quelle est la mesure de I'angle alterne-interne sur d,?

Exercice 8.12. Un quadrilatére a trois de ses angles qui mesurent 80°, 95° et
110°. Calculer la mesure du quatrieme angle.

Exercice 8.13. Pour chaque paire de triangles, dire s'ils sont semblables (en
citant le critére utilisé) :

a) Cotés 4, 6,8 et cotés 6,9, 12.

b) Cbtés 3,5,7 et cotés 6,9, 15.

Exercice 8.14. Une personne de 1,75 m projette une ombre de 2,1 m. Au méme
moment, un immeuble voisin projette une ombre de 42 m. Quelle est la hauteur
de l'immeuble?

Exercice 8.15. Un triangle ABC est rectangle en A. La hauteur issue de A a
pour pied H, avec BC = 75 et BH = 27. Calculer AH, AB et AC, puis Vvérifier avec
le théoréme de Pythagore.

Exercice 8.16. Dans un triangle ABC, M € [AB] et N € [AC] avec AM = 6,
AB = 9, AN = 8, AC = 12. Montrer, a l'aide de la réciproque de Thalés, que
(MN) || (BC).

Exercice 8.17. [MAZ2] Trois droites paralléles d,d’,d” coupent une premiére
sécanteen A,B,C avec AB = 5 et BC = 10, et une seconde sécanteen A, B’,C’
avec A'C' =12,AA" = 8 et CC’' = 14. Calculer A’'B’ et BB'.

Exercice 8.18. Démontrer le théoréme de la hauteur (h? = p - q) & l'aide
de la similitude des triangles. Indication : dans un triangle ABC rectangle
en A, de hauteur AH (pied H sur BC), montrer que les triangles ABH et
CAH sont semblables, puis en déduire une relation entre BH, AH et CH.

151

8.6. EXERCICES



CHAPITRE 8. PYTHAGORE ET THALES

Exercice 8.19. Trois droites paralléles d,d’,d"” coupent une premiére
sécante en A,B,C avec AB = 6 et BC = 9, et une seconde sécante en
A ,B',C"avec AC' =15,AA" =5et CC’' =11. Calculer A’B’' et BB'.

152



8.7 Résumé du chapitre

Angles et parallélisme
- Angles opposés par le sommet : toujours égaux
- Deux droites coupées par une sécante sont paralleles < angles cor-
respondants égaux <= angles alternes-internes (ou alternes-externes)
égaux

Sommes d’'angles
- Triangle : somme des angles = 180°
- Quadrilatére : sommme des angles = 360°
- Isocéleen A (AB = AC) < ABC = ﬁ; équilatéral < tous les angles
valent 60°

Théoreme de Pythagore
. Triangle rectangle : a® + b? = ¢? (c = hypoténuse)
. Réciproque : a? + b? = ¢? = triangle rectangle
- Triplets pythagoriciens courants: (3,4, 5), (5,12,13), (8,15,17)
. Théorémes de la hauteur et d'Euclide:h? =p-q,a*=p-c, b’ =q-c(p,q
projections des cathétes sur I'hypoténuse)

Théoréme de Thales A AN MM
- (MN) || (BC)dans le triangle ABC=> — = — = —
L i _AB AC  BC
- Réciproque : rapports égaux = droites paralléles
. . . oA’ OB  A'B
- Second énonceé (point O) : = =
: ) 0OA OB  AB
- MAZ2:trois paralléles coupant deux sécantes:A'B' =t-A'C', BB’ = AA" +

t(CC"' — AA") avect = AB/AC
- Application directe : calculer une longueur inconnue par proportionnalité

Triangles semblables
- Critéres AA, SAS, SSS : un seul suffit a conclure a la similitude
. Rapport de similitude k : cotés dans le rapport k, aires dans le rapport k?
- MA2:le théoréme de la hauteur (h? = p - q) se démontre par similitude
des triangles ABH et CAH (critere AA)
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8.8 QCM — Pythagore et Thales

Une seule réponse correcte par question.

1. Dans un triangle rectangle, les cathetes mesurent 9 et 12. L'hypoténuse

mesure :

2. Un triangle de cbtés 6, 8, 11 est-il rectangle?

a) Oui,car6+8 > 11

b) Oui, car 62 + 82 = 100 = 112

c) Non, car 62 + 82 =100 # 121

d) On ne peut pas savoir sans les angles

3. Dans un triangle ABC, (MN) || (BC), AM = 5, AB = 20, BC = 16. La longueur

MN vaut :

0 O o
N0 O\ N

)
)
)
)

(o}

4

4. Sideux triangles ont un rapport de similitude k = 3, le rapport de leurs aires

est:

0 O o

<|©C7\UJ
w

)
)
)
)

(o}

5. La diagonale d'un rectangle de dimensions 5 X 12 mesure :

a) 13
b) 17
o) V17
d) V119
6. Dans un triangle ABC, M € [AB], N € [AC] avec % =

affirmation est vraie?

) (MN) L (BC)
) (MN) || (BC) et MN = ch
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10.

1.

12.

c) MN = BC
d) (MN) || (BC) et MN = %BC

Un escalier a des marches de 20 cm de hauteur et 25 cm de profondeur. La
longueur de la rampe par marche est :

a) 30cm

b) Y1025 ~ 32cm
c) 45cm
d) V625 =25cm

Critere de similitude AA signifie :

a) Deux cotés égaux suffisent

b) Deux angles égaux suffisent

c) Tous les c6tés sont proportionnels
d) Un angle et un cété égaux suffisent

Deux droites d,; et d, sont coupées par une sécante. L'angle correspondant
vaut 47° des deux cdtés. On peut affirmer que :

a) d; et d, sont paralleles

b) d, et d, ne sont pas paralléles
c) d, et d, sont perpendiculaires
d) On ne peut rien affirmer

Dans un triangle, deux angles valent 55° et 65°. Le troisieme angle vaut :

Un triangle est rectangle en A. La hauteur issue de A a pour pied H, avec
BC =20 et BH = 5. La longueur AH vaut :

aS\/E

)
) 10
) 15
)

V20

0 O

o

0,A, A’ alignéset O, B, B’ alignés,avec [AB] || [A’B’]. Ondonne OA = 6, 0B = 9,
OA' = 18. OB’ vaut:

a) 27

O
w

O
—

3,5
On ne peut pas déterminer OB’

)
)
)
d)
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13. Un quadrilatéere a trois angles qui mesurent 70°, 100° et 95°. Le quatriéme
angle vaut :

14. Deux triangles ont pour c6tés 4, 6, 8 et 6,9, 12. Sont-ils semblables?

a) Oui, critére SSS (rapport g)

b) Non, les cbtés ne sont pas proportionnels
c) Oui, mais uniguement par le critere AA
d) Impossible a déterminer sans les angles

Réponses:1-c 2-c 3a 4c 5a 6b 7b 8b 9-a 10-a NM-a 12-a 13-a
14-a
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8.9 Corrigés

Solution 8.1.

a) ¢ =1/36 + 64 = /100 = 10.

b) a=+169—25=1/144 = 12.

c) b=+/49 — 16 = /33 ~ 5,74.

Solution 8.2.

a) 7%+ 24% = 49 4+ 576 = 625 = 25%. /'Rectangle.

b) 4% + 52 = 41 # 36. Non rectangle.

o) (V22 + (/3)? =2+ 3 =5 = (/5)% /Rectangle.

Solution 8.3.

a) A _AN. 4 _ 3 L ac=¥—75NC=75-3=45

AB AC 10 AC 4
b) MN=2Y . Bc=2 .15=5.
AB 10

Solution 8.4.

a) k= Doo

5
b) x =4k = 8.

c) Le rapport des aires est k? = 4.

Solution 8.5.
Par similitude (méme angle d'incidence du soleil) : Z -2 > h= Si; =10 m.
Solution 8.6.

a) Oui, par le théoréme des angles correspondants (les angles sont égaux).

b) Non:lesangles correspondants ne sont pas égaux (40° # 42°).

Solution 8.7.

a) 180° — 48° — 97° = 35°,
b) BCA = 75° aussi (isocele), donc BAC = 180° — 2 - 75° = 30°.
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Solution 8.8.

CH =50—18 = 32. AH? = 18-32 = 576 = AH = 24. AB®> = 18-50 = 900 = AB = 30.
AC? =32-50 = 1600 = AC = 40. Vérification : AB2 + AC? = 900 + 1600 = 2500 =
50° = BC%. v/

Solution 8.9.

OB _ 21 _ 3 donc OA’' = 3-0A = 15.
OB 7

Solution 8.10.

a) h=152-32=1/25-9=4/16 =4 m.

b) d =52+ 122 = /25 + 144 =1/169 = 13 cm.
Solution 8.11.

a) 118° (angles opposés par le sommet égaux).
b) 118° (angles correspondants égaux, car d; || d,).

c) 118° (angles alternes-internes égaux, car d; || d,).

Solution 8.12.
360° — 80° — 95° — 110° = 75°.
Solution 8.13.
6 9 12 3 . . .
a) 16383 . les trois rapports sont égaux, donc les triangles sont
semblables (critére SSS).
6 9 15 .
b) 3= =2 = 3= =1,8, - % ~ 2,14 : les rapports ne sont pas tous €égaux, donc les
triangles ne sont pas semblables.

Solution 8.14.

Par similitude (méme angle d'incidence du soleil) :

h 1,75 1,75 x 42
E_ ,1:>h_T_35m

Solution 8.15.

CH = 75—27 = 48. AH?> = 27-48 = 1296 = AH = 36. AB> = 27-75 = 2025 = AB =
45. AC?* = 48 - 75 = 3600 = AC = 60. Vérification : AB? + AC? = 2025 + 3600 =
5625 = 752 = BC?. /

Solution 8.16.
AM 6 2 AN 8 2
AB =553 et — = =3 Les deux rapports sont €gaux, donc par la
réciproque de Thalés, (MN) || (BC).
Solution 8.17.
AB _ 5 oo , 1
t=—= LAB = -12=4.BB=8+—(14—8)=8+2=10.
ac 15 3 3
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Solution 8.18.

Dans les triangles ABH et CAH

. AHB = CHA = 90° (hauteur);

. ABH = 64?1, car ce sont deux angles complémentaires a BAH dans
le triangle ABH d'une part, et HAC est complémentaire a BAH dans
I'angle droit BAC d'autre part — les deux angles sont donc égaux.

Par le critere AA, ABH ~ CAH. Les c6tés homologues sont donc propor-
tionnels:

%=% = AH?=BH-CH,
c'est-a-dire h?> = p-qen posant p = BH,q = CH.
Solution 8.19.
(A8 _6_2
AC 15 5
, 2 2 12 37
A’B=§-15=6, BB’=5+§(11—5)=5+?=?.
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Chapitre 9

Cercles et angles inscrits

Le cercle fascine depuis toujours.

Pour les Grecs, c'était la forme parfaite : sans
début ni fin, sans angle, sans défaut.

Aristote pensait que les astres se déplacaient
en cercles parce que le cercle était la seule
figure digne du ciel.

Il avait tort sur les astres, mais les mathéma-
tigues lui donnent raison sur I'élégance : peu
de figures géomeétriques recélent autant de
propriétés surprenantes.

Un angle inscrit qui vaut toujours la moitié
de I'angle au centre. Un angle dans un demi-
cercle qui est toujours droit. Des cordes qui se
coupent selon des proportions fixes.

Le cercle est généreux en théorémes.

'Les faits : La conception aristotélicienne du cercle comme forme parfaite associée aux
mouvements célestes est bien attestée dans le écrits aristotéliciens (voir “Du ciel”, “De Caelo”).
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CHAPITRE 9. CERCLES ET ANGLES INSCRITS

9.1 Vocabulaire du cercle

Définition 9.1 — cercle et disque.

Le cercle de centre O et de rayon r > 0 est 'ensemble des points du plan a
distancerde O:
C(0,r)={M € R?> | OM =r}.

Le disque est I'intérieur du cercle : {M | OM < r}.

Définition 9.2 — éléments d’un cercle.

- Corde : segment joignant deux points du cercle

- Diameétre : corde passant par le centre (d = 2r)

- Arc : portion du cercle entre deux points

- Secteur : région délimitée par deux rayons et un arc
- Tangente : droite touchant le cercle en un seul point

Proposition 9.3 — tangente et rayon.

La tangente en un point T d'un cercle est perpendiculaire au rayon OT.

9.2 Périmetre, aire, arcs et secteurs

Définition 9.4 — 7, périmétre et aire du disque.

Le nombre 7 est le rapport constant entre le périmeétre d'un cercle et son
diametre. Pour un cercle (ou un disque) de rayon r :

périmétre P = 27r, aire A = nr?.

Proposition 9.5 — longueur d’un arc et aire d’un secteur.

Un arc de cercle est |la portion de cercle interceptée par un angle au centre;
un secteur est la portion de disque correspondante. Si 'angle au centre
mesure a° et le rayon vaut r, alors la longueur L de 'arc et 'aire A du secteur
vérifient :

a° L A

360°  27r | wr?
(Ces proportions traduisent le fait que L et A sont proportionnels a a.)

Exemple 9.1. Un secteur a un rayon de 12 cm et un angle au centre de 75°.

_ 75 _ 2 75 5
L=2mr-12 360 15,71 cm, A=m-12 360 > 94,25 cm-~.
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9.3 Angle au centre et angle inscrit

Définition 9.6 — angle au centre.

Un angle au centre est un angle dont le sommet est le centre O du cercle.

Il intercepte un arc.

Définition 9.7 — angle inscrit.

Un angle inscrit est un angle dont le sommmet est un point du cercle et dont
les cotés coupent le cercle en deux autres points. Il intercepte le méme
arc que l'angle au centre correspondant.

Théoréme 9.8 — angle inscrit et angle au centre.

L'angle inscrit est égal a la moitié de I'angle au centre qui intercepte le
méme arc :

m%@,

ou O est le centre et A, B, M sont sur le cercle.

Corollaire 9.9 — angles inscrits sur le méme arc.

Tous les angles inscrits interceptant le méme arc sont égaux.

9.4 Angle dans un demi-cercle

Théoréme 9.10 — angle de Thales.

Tout angle inscrit dans un demi-cercle est droit. Autrement dit, si [AB] est
un diametre et M un point du cercle distinct de A et B, alors AMB = 90°.

Théoréme 9.11 — réciproque.

Si AMB = 90° et M est sur le cercle de diamétre [AB], alors [AB] est un
diametre.
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Exemple 9.2. Pour trouver le centre d'un cercle passant par A, M, B avec AMB = 90°
le centre est le milieu de [AB].

9.5 Quadrilatére inscriptible

Définition 9.12 — quadrilatére inscriptible.

Un quadrilatére inscriptible (ou cyclique) est un quadrilatere dont les
quatre sommets appartiennent a un méme cercle.

Théoréme 9.13 — angles opposés d’un quadrilatére inscriptible.

Dans un quadrilatere inscriptible ABCD, les angles opposés sont supplé-
mentaires :
A+ C =180°, B+ D =180°.

Remarque 9.1. justification Les anglesil\et C sont des angles inscrits qui interceptent,
a eux deux, tout le cercle : les angles au centre correspondants totalisent donc 360°, si

bien que A + C= 360" _ 180°.

Exemple 9.3. Dans un cercle de centre O, A, B, C sont trois points du cercle tels que
I'angle au centre interceptant le méme arc que ABC mesure 130°. Alors ABC = 65°.
Si D est un quatrieme point du cercle tel gue ABCD soit un quadrilatéere inscriptible
convexe, alors ADC = 180° — 65° = 115°.

9.6 Puissance d'un point

Théoréme 9.14 — cordes sécantes.
Si deux cordes [AC] et [BD] se coupent en P a l'intérieur d'un cercle :

PA -PC =PB- PD.

Théoréme 9.15 — sécantes depuis I'extérieur.

Si deux sécantes issues d'un point extérieur P coupent le cercle en A, C et
B, D respectivement :
PA - PC =PB- PD.

Ce produit commun est la puissance de P par rapport au cercle : 7(P) =
PO? —r2.

MA2 — Approfondissement

Cercles orthogonaux. Deux cercles sont orthogonaux s'ils se coupent a
angle droit, c'est-a-dire si les tangentes en chaque point d'intersection
sont perpendiculaires.
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Condition analytique : si les cercles ont centres Oy, O, et rayons ry, 15 :
0,03 =17 +713.

La puissance d'un centre par rapport a I'autre cercle est alors r12 (resp. r22).

9.7 Exercices

Exercice 9.1. Un secteur de disque a un rayon de 9 cm et un angle au centre

de 110°. Calculer, arrondies au centieme, la longueur de 'arc et 'aire du secteur.

Exercice 9.2. L'extrémité d'un pendule de 45 cm de long décrit un arc de
cercle lorsqu’il oscille d'un angle de 50°. Calculer la longueur de cet arc (arrondie
au centieéme).

Exercice 9.3. Calculer le périmétre et l'aire d'un disque de rayon 9 cm (arrondis
au centieme).

Exercice 9.4. Dans un cercle de centre O, 'angle au centre AOB = 80°.
a) Quelestl'angle inscrit AMB si M est sur le grand arc?

b) Quel est I'angle inscrit ANB si N est sur le petit arc?

Exercice 9.5. [AB] est un diamétre de cercle, M est un point du cercle. On sait
que AM =6 et AB = 10.

a) Justifier que AMB = 90°.

b) Calculer BM.

c) Calculer l'aire du triangle AMB.
Exercice 9.6. ABCD est un quadrilatére inscrit dans un cercle (quadrilatére
cycligue). On sait que A = 75°.

a) Calculer C.

b) Side plusﬁ = 110°, calculer D.
Exercice 9.7. Dans un cercle de centre O, A, B, C sont trois points du cercle tels

qgue I'angle au centre interceptant le méme arc que I'angle inscrit ABC mesure
130°.

a) Calculer ABC.
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b) D est un quatrieme point du cercle tel que ABCD soit un quadrilatere
inscriptible convexe. Calculer ADC.

Exercice 9.8. Deux cordes [AC] et [BD] d'un cercle se coupent en P. On sait

gue PA = 3, PC = 8, PB = 4. Calculer PD.

Exercice 9.9. Un point P est a distance 10 du centre O d'un cercle de rayon 6.
Une tangente issue de P touche le cercle en T. Calculer PT.

Exercice 9.10. Dans un cercle de centre O, identifier le terme correspondant a
chaque description:

a) Un segment qui joint deux points du cercle.

b) Une corde qui passe par le centre O.

c) Une droite qui touche le cercle en un seul point.

d) Larégion délimitée par deux rayons et I'arc qu'ils interceptent.
Exercice 9.11. Calculer le périmétre et l'aire d'un disque de rayon 6,5 cm (ar-
rondis au centiéme).

Exercice 9.12. Un secteur de disque a un rayon de 15 cm et un angle au centre
de 140°. Calculer, arrondies au centieme, la longueur de 'arc et 'aire du secteur.

Exercice 9.13. Dans un cercle, I'angle inscrit AMB = 35° oU M est sur le grand
arc.

a) Calculer I'angle au centre AOB interceptant le méme arc que AMB.
b) Un point N se trouve sur le petit arc; calculer ANB.

Exercice 9.14. Dans un cercle, M et N sont deux points du grand arc délimité
par A et B, avec AMB = 42°. Que vaut ANB? Justifier.

Exercice 9.15. [AB] est un diameétre de cercle, M un point du cercle, avec
BM =9 et AB = 15.

a) Calculer AM.
b) Calculer l'aire du triangle AMB.
Exercice 9.16. Depuis un point P, une tangente touche un cercle de rayon 8

en un point T, avec PT = 15. Calculer la distance PO entre P et le centre O du
cercle.

Exercice 9.17. Depuis un point P extérieur a un cercle, une premiére sécante
coupe le cercle en A (le plus proche) puis C,avec PA = 4 et PC = 10. Une seconde
sécante coupe le cercle en B (le plus proche) puis D, avec PB = 5. Calculer PD.
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Exercice 9.18. Un point P est a distance 13 du centre O d'un cercle de
rayon 5.

a) Calculer la puissance 7(P) de P par rapport a ce cercle.

b) Une sécante issue de P coupe le cercle en A puis C, avec PA = 8.

Calculer PC.

Exercice 9.19. Deux cercles de rayonsr; = 3 et r, = 4 sont orthogonaux.

a) Calculer la distance 0;0, entre leurs centres.

b) Calculer la puissance du centre O; par rapport au second cercle, et
vérifier qu'elle vaut bien rf.
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9.8 Résumé du chapitre

Périmetre, aire, arcs et secteurs

. Cercle/disque de rayon r : périmétre P = 27tr, aire A = 7tr
Arc et secteur d’'angle au centre a°: @ _ L _A
° 1360°  2mr  @r?

2

Angle au centre et angle inscrit
. . 1 ~ . P
- Angle inscrit = 5 angle au centre (méme arc intercepté)

- Tous les angles inscrits sur le méme arc sont égaux
- Angle inscrit dans un demi-cercle = 90°

Quadrilatére inscriptible
- Quatre sommets sur un méme cercle
- Angles opposés supplémentaires A+ C =180° (justification : les deux
angles inscrits se partagent les 360° des angles au centre correspondants)

Tangente
- Tangente 1 rayon au point de contact

- Longueur de tangente depuis P : PT =4/ P02 — r2

Puissance d'un point
- Cordes sécantes intérieures: PA - PC = PB - PD
- Sécantes extérieures : méme formule
. Puissance : m(P) = PO?> —r?> = PA - PC (pour toute sécante depuis P)
- MA2 — cercles orthogonaux : 0,03 = r12 + rzz; la puissance d'un centre par
rapport a l'autre cercle vaut alors le carré de son propre rayon
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9.9 QCM — Cercles et angles inscrits

Une seule réponse correcte par question.

1. Un disque a un rayon de 7 cm. Son aire vaut environ :

a) 22cm?

b) 43,98 cm?
c) 153,9 cm?
d) 307,9 cm?

2. Un secteur de disque a un rayon de 10 cm et un angle au centre de 90°. La
longueur de I'arc vaut environ :

a) 5,00cm
b) 7,85cm
c) 15,71cm
d) 31,42cm

3. Un cercle a un périmeétre d'environ 31,4 cm. Son rayon vaut environ :

5. Ll'angle au centre vaut 120°. L'angle inscrit interceptant le méme arc vaut :

a) 240°
b) 120°
c) 60°
d) 30°

6. [AB] est un diameétre d'un cercle et M est sur ce cercle. 'angle AMB vaut :

a) 45°
b) 60°
c) 90°
d) 180°

7. Deux angles inscrits interceptant le méme arc sont:
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a
b
c
d

Supplémentaires
Complémentaires
Egaux

L'un double de l'autre

)
)
)
)

8. Dans un quadrilatere cyclique ABCD, A = 82°. Alors Cvaut:

9. Un point P est a distance 13 du centre d'un cercle de rayon 5. La longueur
de la tangente issue de P vaut :

a) 8

O
—

)
) 12

c) V194
)

8

[oX
—

10. Deux cordes se coupent en P avec PA =4, PC =9, PB = 6. Alors PD vaut :
a) 4

0 O

)
)
)

(OF
WINN W

11. Latangente en T a un cercle de centre O est :

a) Parallele au rayon OT

b) Perpendiculaire au rayon OT

Cc) Sécante au cercle en un autre point
d) Confondue avec le diamétre

12. L'angle au centre vaut 200°. L'angle inscrit du cété du petit arc vaut :

13. Le segment qui relie deux points d’'un cercle, sans nécessairement passer
par le centre, s'appelle :

a) un diametre
b) une corde
Cc) une tangente
d) un secteur
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14. (MA2) Deux cercles orthogonaux ont pour rayons 3 et 4. La distance entre
leurs centres vaut :

a) 7

O

5

0

)
)
)
)

O
= N WU

Réponses:1-c 2-¢ 3b 4a 5c 6-¢c 7-¢c 8b 9b 10-b 1-b 12-a 13-b
14-b
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9.10 Corrigés

Solution 9.1.
110 110
L=21-9- — ~ 17,2 , A=m-9%. — ~ 77,7 2,
79 360 8cm 79 360 5cm
Solution 9.2.
50

L—27r-45-3ﬁ ~ 39,27 cm.
Solution 9.3.
Périmétre : 2 - 9 = 56,55 cm. Aire : T - 9% ~ 254,47 cm?2.
Solution 9.4.

a) AMB = 8§° = 40°.

b) N est sur le petit arc, donc il intercepte le grand arc (360° — 80° = 280°).

ANB = % = 140°.

Solution 9.5.

a) [AB] est un diamétre, donc par le théoreme de I'angle dans le demi-cercle :

AMB = 90°.

b) BM =1 AB2 — AM2 =+/100 — 36 = \/64 = 8.
0) Aire:i-AM-BM:%-6-8=24.

Solution 9.6.

a) Dans un quadrilatére cyclique, les angles opposés sont supplémentaires :

A+ C =180° donc C = 105°.

b) B+ D = 180°, donc D = 70°.
Solution 9.7.

130°

a) ABC = = 65°.

b) Comme ABCD est inscriptible  ADC = 180° — 65° = 115°.
Solution 9.8.
PA-PC=PB-PD:3-8=4-PD= PD =6.
Solution 9.9.
Le triangle OTP est rectangle en T (rayon 1 tangente). PT = \/m =

V100 — 36 = \/64 = 8.
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Solution 9.10.

a) Une corde.
b) Un diametre.
c) Une tangente.

d) Un secteur.
Solution 9.11.

Périmeétre : 27 - 6,5 ~ 40,84 cm. Aire : - 6,52 ~ 132,73 cm?2.
Solution 9.12.

140 140

L=27-15-— =~ 36, , A=m-15% - — ~ 274, 2.
w-15 360 36,65 cm w-15 360 89 cm

Solution 9.13.

a) AOB = 2 X 35° = 70°,

b) N intercepte le grand arc, qui mesure 360° — 70° = 290°, donc ANB =

290°
= 145°.
> 5

Solution 9.14.

ANB = 42°: M et N étant sur le méme arc, les angles inscrits AMB et ANB
interceptent le méme arc et sont donc égaux (corollaire des angles inscrits sur

le méme arc).
Solution 9.15.

a) Comme AMB = 90° (angle dans le demi-cercle) : AM =

V225 - 81 =144 = 12.

1 1

Solution 9.16.

AB2 — BM2 =

Le triangle OTP est rectangle en T (rayon 1 tangente) : PO = \/PT?2 + OT2 =

V225 + 64 = /289 = 17.
Solution 9.17.

D'apres le théoreme des sécantes depuis I'extérieur : PA - PC = PB - PD:

4X10=5XPD:PD=?=8.

Solution 9.18.

a) m(P) = PO?> —r?> = 13?2 — 52 = 169 — 25 = 144.

144
b) Puisque PA - PC = n(P): PC = =5 = 18.
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Solution 9.19.

a) 0,05=r+r=9+16=25= 0,0, =5.

b) Puissance de O, par rapport au cercle 2: 0,05 —rf = 25—16 =9 = 1.

v
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Chapitre 10

Trigonométrie dans le triangle rec-
tangle

Hipparque de Nicée, astronome grec du [I€
siecle avant notre ére, voulait mesurer la dis-
tance entre la Terre et la Lune.

Sans télescope, sans satellite, avec seulement
des angles et de la géométrie.

Il construisit la premiere table de cordes — I'an-
cétre de nos tables trigonométriques — et ob-
tint une estimation remarquablement précise.

Deux mille ans plus tard, les mémes rapports
entre angles et longueurs permettent a un in-
génieur de calculer la hauteur d’'un pont, a un
navigateur de tracer sa route, a un physicien
de décomposer des forces.

La trigonomeétrie est la géométrie mise en cal-
1
cul.

E Sadrne, .;.&-lma"’ >

g__(\‘fwb.uh-m Huseen pufe) (8 o g csiatd S0
s e sy s

el AR

Les faits : Hipparque de Nicée (lle siécle av. J.-C.) est crédité de la premiére table de cordes
trigonomeétrique, utilisée notamment pour ses travaux astronomiques (distance Terre-Lune).
Bien établi comme attribution générale, méme si I'essentiel de son ceuvre est connu indirecte-
ment via Ptolémée (I' “Almageste”), la table originale d'Hipparque n'étant pas conservée telle
quelle.
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CHAPITRE 10. TRIGONOMETRIE DANS LE TRIANGLE RECTANGLE

10.1 Les rapports trigonométriques

Définition 10.1 — sinus, cosinus, tangente.

Dans un triangle rectangle d’angle aigu a, en notant les c6tés par rapport
aa:

- cOté adjacent a a : ad]

- cOté opposé a o : opp

- hypoténuse : hyp

On définit :
sina:ﬂ, cosocza—dj, tanoczo;m?.

hyp hyp ad|]

C
hypoténuse
opposé
a [
A adjacent B

Remarque 10.1. Le moyen mnémotechnique : SOH-CAH-TOA (Sinus = Opposé/Hypo-
ténuse, Cosinus = Adjacent/Hypoténuse, Tangente = Opposé/Adjacent).

Remarque 10.2. pourquoi ces rapports sont-ils bien définis? Le théoréme de Thales

. .y o adj o ~
garantit que, pour un angle a fixé, les rapports %, h—J et % sont les mémes quelle que
yp hyp  ad]
soit la taille du triangle rectangle choisi : deux triangles rectangles ayant le méme angle

aigu a sont semblables. On peut donc parler du sinus, du cosinus et de la tangente de
a, sans préciser de triangle particulier.

10.2 Angles remarquables

Proposition 10.2 — valeurs exactes.

o 30° 45° 60°
. 1
Sina = ﬂ ﬁ
2 2 2
2 2 2
1
tana| —= 1 3
V3
. . NP . o V3
Exemple10.1. Triangle équilatéral de cété 2:la hauteurvauth = 2sin 60° = 2. — =4/3.

2
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10.3 Relations fondamentales

Proposition 10.3 — relations trigonométriques de base.
Pour tout angle aigu a :

sina
cosa’

sina +cos?a =1, tana =

Théoréme 10.4 — angles complémentaires.
Si a et § sont deux angles complémentaires (a + § = 90°), alors :

sina = cos g, cosa = sinf, tana =

1
tanf’

Remarque 10.3. justification Dans un triangle rectangle en C d’angles aigus ax et 3
(avec a + 8 = 90°), le cOté opposé a a est le coté adjacent a B, et réciproquement : c'est
opp(a) _ adj(B)

hyp  hyp
Exemple 10.2. Sachant que cos(35°) =~ 0,819, on obtient directement sin(55°) ~ 0,819,
sans calculatrice, car 35° et 55° sont complémentaires.

pourquoi sina = = cos f3, et de méme pour les deux autres relations.

10.4 Résolution de triangles rectangles

Définition 10.5 — résolution d’un triangle.

Résoudre un triangle, c’'est déterminer tous ses cotés et tous ses angles a
partir de données suffisantes. Pour un triangle rectangle, deux éléments
suffisent (en dehors de I'angle droit) : un angle et un c6té, ou deux cotés.

Exemple 10.3. un probléme concret Juliette se trouve a 30 m d'un chateau d'eau et
veut connaitre sa hauteur. Depuis un appareil placé a 1,70 m du sol, elle mesure un
angle d'élévation de 58° vers le sommet.

On note H le pied du chateau d'eau, I son sommet, et J le point ou se trouve
I'appareil, a la méme hauteur que le sol. Le triangle HIJ est rectangle en H, avec HJ = 30
et HJT = 58°:

tan(58°) = % => HI = 30-tan(58°) ~ 43,0 m.
En ajoutant la hauteur de l'appareil : 48,0 + 1,70 =~ 49,7, donc le chateau d'eau mesure

environ 50 m.

Exemple 10.4. Triangle rectangle en B, a = 35°, hypoténuse ¢ = 10.

a=csina =10sin35° ~ 5,74
b=ccosa=10cos35° ~ 8,19
B =90° — 35° = 55°

Exemple 10.5. Triangle rectangleenB,a=5,b=7.

5 5
tana = % =3 =>oa= arctan(;) ~ 35,5°.
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c=vVa2 + b2 =74 ~ 8,60.

Proposition 10.6 — aire d’un triangle.

L'aire d'un triangle de cbtés a, b et d'angle inclus y :

1
A= Eabsiny.

Formule de I'aire généralisée et premiéres applications. La formule A =
1 . . .
Eab siny vaut pour tout triangle, pas seulement les triangles rectangles.

Elle relie directement l'aire a deux cotés et I'angle qu'ils forment.
Application. Un parallélogramme de cotés a et b avec angle 6 a pour aire
A = absin 6. Pour 8 = 90°: on retrouve A = ab.

10.5 Exercices

Exercice 10.1. Dans chaque triangle rectangle en B, calculer les éléments
manquants (arrondir au dixieme) :

a) a =40° c =15 (hypoténuse)
b) a =62° a =9 (coté opposé a a)

c) a=6,b =11 (coétés de I'angle droit)

Exercice 10.2. Sans calculatrice, calculer exactement :
a) sin30° + cos 60°
b) tan45° - cos45°
. 2 o 2 o
c) sin®30° 4+ cos” 30

sin 60°

cos 60°

Exercice 10.3. Du haut d'une falaise, on observe un bateau en mer avec un
angle de dépression de 18°. La falaise mesure 85 m. Quelle est la distance
horizontale entre le pied de la falaise et le bateau?

Exercice 10.4. Depuis un point situé a 40 m de la base d'un immeuble, I'angle
d'élévation du sommet est de 35°. Calculer la hauteur de 'immeuble (arrondie
au metre).
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Exercice 10.5. La ficelle tendue d'un cerf-volant mesure 130 m et fait un angle
de 42° avec I'horizontale. A quelle hauteur se trouve le cerf-volant (arrondie au
metre)?

Exercice 10.6. Calculer l'aire d'un triangle isocele dont les deux cotés égaux
mesurent 8 cm et forment un angle de 50°.

Exercice 10.7. En utilisant sin®a + cos?a = 1, simplifier les expressions::

a) sin®a + cos?a + tan?a - cos?a

2

b) 1_?05 2 (poursina # 0)
sinax
. . V2
Exercice 10.8. f est un angle aigu tel que cosf = 5 Calculer les valeurs

exactesdesinf ettanf.

Exercice 10.9. (MA2) P et Q sont deux points d'un cercle de centre O et de
diameétre [AB], tels que AQP = 35°. On donne AB = 5cm.

a) Justifier que ABP = 35°.
b) Quelle est la nature du triangle APB? Justifier.

c) Calculer la longueur AP (arrondie au centieme).

Exercice 10.10. Dans chaque triangle rectangle en B (angle a en A, 8 en C),
calculer les éléments manquants (arrondir au dixieme) :

a) a =27° b =14 (co6té adjacent a a)
b) B =48° ¢ =20 (hypoténuse)
c) a=8,c=17 (coté opposé a a, hypoténuse)
Exercice 10.11. On donne sin(23°) ~ 0,391 et cos(23°) =~ 0,921. Sans calcula-

trice, a I'aide des relations entre angles complémentaires, donner des valeurs
approchées de:

a) cos(67°)

b) sin(67°)
Exercice 10.12. Dusommet d'un phare haut de 45 m, on observe deux bateaux
alignés avec la base du phare, avec des angles de dépression respectifs de 20°

(bateau lointain) et 35° (bateau proche). Quelle est |la distance entre les deux
bateaux (arrondie au dixieme de métre)?

Exercice 10.13. Un observateur situé a 25 m du pied d'un arbre mesure un
angle d'élévation de 32° vers le sommet. Sachant que ses yeux se trouvent a
1,60 m du sol, quelle est la hauteur de l'arbre (arrondie au centiéme)?
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Exercice 10.14. Un triangle a deux cotés de 9 cm et 13 cm formant un angle
de 65°. Calculer son aire (arrondie au dixieme).

Exercice 10.15. Un triangle de cotés a = 10 cm et b formant un angle de 40° a
une aire de 30 cm?2. Calculer b (arrondi au centiéme).

Exercice 10.16. Simplifier 'expression (1 — sin® a)(1 + tan? a).

Exercice10.17. Un parallélogramme a des cotésde 6 cm et 9 cm, formant
un angle de 55°. Calculer son aire (arrondie au dixieme).

Exercice 10.18. [AB] est un diamétre d'un cercle, P un point du cercle. Q
est un autre point du cercle tel que AQP = 50°. On donne AP =9 cm.

a) Justifier que ABP = 50°.

b) Calculer le diamétre AB, puis le rayon R du cercle (arrondis au cen-
tieme).
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10.6 Résumé du chapitre

Définitions (SOH-CAH-TOA)

sina:w, cosocza—dj, tanaz%
hyp hyp adj

Bien définis grace a Thalés : ces rapports ne dépendent que de I'angle a, pas de
la taille du triangle.

Angles remarquables

a | 30° 45° 60°
sin ! E ﬁ
2 2 2
% 2 2
tan Ve 1 \/5

Relations fondamentales

. sin“a+costa=1
sina

cosa
Angles complémentaires (x + = 90°)
- sinad=cosf, cosa=sinf

- tana =

- tana =
tanB

Résolution et aire
- Deux éléments suffisent (hors angle droit)
- Aire d'un triangle: A = %ab siny
- MA2 — aire d'un parallélogramme de cotés a, b et d'angle 6 : A = absin 6

- MA2 — corde vue depuis un point d'un cercle de diameétre [AB] : combiner
corde

AB

angle inscrit + angle du demi-cercle, puis sin 6 =
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10.7 QCM — Trigonométrie dans le triangle rectangle

Une seule réponse correcte par question.

1. a et f sont deux angles complémentaires et tana = 5. Alors tan 8 vaut :

. Depuis un point situé a 40 m de la base d'un immeuble, I'angle d'élévation
du sommet est de 35°. La hauteur de I'immeuble vaut environ :

a) 23 m
b) 28 m
c) 33m
d) 40 m

. La ficelle tendue d'un cerf-volant mesure 130 m et fait un angle de 42° avec
I'horizontale. La hauteur du cerf-volant vaut environ :

a) 87 m
b) 97 m
c) 70m
d) 117 m

. [AB] est un diamétre d'un cercle, P est un point du cercle tel que ABP = 40°.

L'angle APB vaut :

a) 40°
b) 50°
c) 90°
d) 140°

. Dans un triangle rectangle, a = 30° et I'hypoténuse = 10. Le cbté opposé a a
vaut :

a) 5\/§

5

)
C) 10\/5
)

O

10

V3

(o}

. C0s45° vaut exactement :
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10.

11.

12.

. 3 s
Dans un triangle rectangle en B, tana = S et b = 8. Le co6té a vaut:

0 T o
w|g

)
)
)
)

Q
AW
[e)

sinZ 60° + cos2 60° vaut :

a)%
b)i
c) 1
d) V3

Un observateur voit le soommet d'une tour sous un angle d'élévation de 25°,
a 60 m de la base. La hauteur de la tour est approximativement :

a) 25m
b) 28 m
c) 54m
d) 66 m
sin(90° — a) est égal a:
a) sina
b) —sina
C) cosa
d) tana

L'aire d'un triangle de c6tés 6 et 9 avec angle inclus 60° vaut :

27
73

Q

0 O

)
)2
) 54
) 274/3

d

Dans un triangle rectangle en B, a = 50° et a = 7. L'hypoténuse vaut approxi-
mativement :
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13. (MA2) Un parallélogramme a des cotés de 5 cm et 8 cm formant un angle de
30°. Son aire vaut:

20 cm?
40 cm?
10 cm?
204/3 cm?

a)
b)
c)
d)

14. L'expression (1 —sin®a)(1 + tan?a) est égale a:
1

cos’a

sin®a

tan?«a

a
b
c

)
)
)
d)

Réponses:1-c 2-b 3-a 4c 5b 6-¢c 7-a 8c 9b 10-c T-b 12-b 13-a
14-a
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10.8 Corrigés

Solution 10.1.

a) a=15sin40° = 9,6; b = 15cos40° ~ 11,5; 8 = 50°.

b) c= —— ~102:b= —
sin 62° tan 62°

~ 4,8 = 28°.

o) c=1/36+121 =157 ~ 12,5; a = arctan% ~ 28,6°; B ~ 61,4°.

Solution 10.2.
a) l+l=1.
2 2
o1 Z_ L
2 2
c) 1+i=
4 4
d) %:ﬁ:tan60°./

Solution 10.3.

L'angle de dépression depuis le sommet est I'angle d'élévation depuis le bateau.

85 85 85
tan18°=—-=d = ~ ~ 261,6 m.
d tan18°  0,3249

Solution 10.4.

En notant h la hauteur et d = 40 m la distance horizontale:

tan(35°) = 4£

0 = h =40-tan(35°) ~ 28 m.

Solution 10.5.

h =130 - sin(42°) ~ 87 m.

Solution 10.6.
A = ; -8-8-5sin50° = 32sin 50° ~ 32 X 0,766 ~ 24,5 cm?.

Solution 10.7.

sina

a) tan®a - cos?a = . cos?a = sin?a. Donc I'expression vaut sin®a +

5 cos2 a 5
cos?a+sin“a=1+sin“a.

1—cos? sina

b) _ = —— =sina.
sin sina
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Solution 10.8.

. 2 7 . 7 . .
sm26=1—coszﬁ=1—§=§ == sm,B:% (sinB > 0 car B aigu).

; _sinﬁ_\ﬁ/3_\/7_\/ﬁ
B T N

Solution 10.9.

a) Lesangles inscritsXQ\P et ABP interceptent le méme arc AP, donc ils sont
égaux: ABP = 35°.

b) [AB] est un diamétre et P est sur le cercle, donc par le théoreme de I'angle
dans le demi-cercle : APB = 90°. Le triangle APB est rectangle en P.

c) Dans le triangle rectangle APB, [AP] est le c6té opposé a I’angIeA/B?P = 35°
et [AB] est I'hypoténuse :

sin(35°) = % = AP = 5sin(35°) ~ 2,87 cm.

Solution 10.10.

b
a) a=btana =14tan27°~ 7,1;c = —— ~ 15,7; § = 63°.
cosa

b) o =90°—48° =42°;a=ccosfs =20cos48° ~ 13,4;b =csinf =20sin48° ~
14,9.

c) b=1c2—a?=1/289 — 64 = /225 = 15; a = arcsin % ~ 28,1°; B ~ 61,9°.
Solution 10.11.
Comme 23° 4+ 67° = 90°, ces deux angles sont complémentaires.

a) cos(67°) = sin(23°) = 0,391.

b) sin(67°) = cos(23°) ~ 0,921.

Solution 10.12.

. . o 45
Distance horizontale au bateau lointain : d; = ———=
tan 20

45 .
———— =~ 64,3 m. Distance entre les deux
tan35

~ 123,6 m. Distance

horizontale au bateau proche : d, =
bateaux:d; —d, = 59,4 m.
Solution 10.13.

h = 25tan(32°) + 1,60 ~ 15,62 + 1,60 ~ 17,22 m.
Solution 10.14.

1 .
A = 5-9-13-sm65°z53,00m2.
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Solution 10.15.

1 ) o _ 30 -
30_§~10-b-sm40 — b= =oin 40° ~ 9,33 cm.

Solution 10.16.
Onal-sinfa = cos?a, et en divisant sin*a +cos?a = 1 par cos?a:tanta+1 =

.Donc:

cos?a

1
1—sina)(1 +tan?a) = cos?« - =1
( )¢ ) oZa

Solution 10.17.

Un parallélogramme de cétés a, b et d’'angle 6 a pour aire A = absin 8
(deux fois I'aire du triangle qu'il contient) :

A =6X%X9Xsin55° ~ 44,2 cm?.
Solution 10.18.

a) Lesangles inscritszfQ\P et ABP interceptent le méme arc AP, donc
ils sont égaux : ABP = 50°.

b) [AB] diameétre et P sur le cercle : APB = 90° (angle dans le demi-
cercle). Dans le triangle rectangle APB :
AP 9

i %) = — AB =
sin(50%) = 73 = Sin 50°

AB
~ 11,75cm, R = — ~ 5,87 cm.
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