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Chapitre 1
Géométrie analytique

Paris, 1637. René Descartes, alité par la fievre,
observe une mouche se déplacer au plafond. II
se demande comment décrire sa position avec
précision. Deux hombres suffisent : la distance
au mur du fond, la distance au mur latéral.
L'idee semble triviale.

Elle va pourtant unifier pour toujours la géo-
meétrie et I'algebre. Désormais, une courbe est
une équation, et une équation est une courbe.

La droite, le cercle, la parabole — tous de-
viennent des objets qu'on peut calculer, pas
seulement contempler.

1.1 Rappels: distance et milieu

Proposition 1.1 — distance entre deux points.
La distance entre A(x;,y;) et B(x,,y,) est:

AB =/ (6, = %02 + (2 = 2.

Proposition 1.2 — milieu d’'un segment.

Le milieu M de [AB] a pour coordonnées :

M:(x1+x2 V1 +)’2)'

2 7 2

TLes faits: La Géométrie, 1637, en annexe du Discours de la méthode — bien établi. L'anecdote
de la mouche au plafond est en revanche une Iégende rapportée seulement aprés coup:aucune
source du XVII¢ siécle ne la mentionne. A traiter comme anecdote, pas comme fait attesté.
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CHAPITRE 1. GEOMETRIE ANALYTIQUE

1.2 Equation d'une droite

Définition 1.3 — formes d’une droite.

- Forme explicite (ou réduite) : y = ax + b, ou a est la pente et b
'ordonnée a l'origine

- Forme générale (ou cartésienne) : ax + By +y =0, (a, ) # (0,0)

. Forme normale :7i - AM = 0, oU 11 est un vecteur normal a la droite

Proposition 1.4 — droites verticales, horizontales et obliques.

Soit d une droite d'équation générale ax + fy +y = 0.

- Si =0 (eta # 0):d est verticale, d'équation x = k. Une droite
verticale n'a pas de pente et ne peut pas s'écrire sous forme explicite
y=ax+b.

- Sia=0 (et #0):d est horizontale, d'équation y = n (pente nulle).

- Sia#0etf #0:d est oblique et s'écrit de facon unique sous forme

. a
réduitey =ax+b,aveca=——etb = —Z.

p B

Proposition 1.5 — droites paralléles et perpendiculaires.

Soient d; et d, deux droites obliques de pentes m; et m,.

cd | dy = mp=my

-dyldy, &= m-m,=-1
(Une droite verticale et une droite horizontale sont toujours perpendicu-
laires entre elles.)

Exemple 1.1. Déterminer la droite d passant par A(2,5) et perpendiculairead’ : y =
—3x+ 5

Commed L d’, sa pente m vérifie m - (—%) =—-1,doncm=3.0Onad:y=3x+b;
commeAed:5=32)+b=>b=-1.Doncd : y=3x—1

Proposition 1.6 — distance d’un point a une droite.

La distance du point P(xy, y,) a la droite ax + fy + y = 0 est :

d= loexy + Byo + 7|

Exemple 1.2. Distance du point P(3,1) a ladroite2x —y+1=0:

g 2®-1+1] E



1.3 Equation d'un cercle

Définition 1.7 — équation cartésienne d’un cercle.
Le cercle de centre Q(a, b) et de rayon r a pour équation :

(x—a)y+(y-by=r

Développée : x? + y* — 2ax — 2by + (a®> + b* —r?) = 0.

Proposition 1.8 — forme générale d’un cercle.
Toute équation de la forme x2+y?+Dx +Ey+F = 0 représente un cercle de

D E D24 E2 L . D24+E?
centre Q(—? —;) etderayonr =,/ Y F, a condition que " —F >

0. (On retrouve cette forme par complétion du carré a partir de la définition
ci-dessus.)

Exemple13. x%+y2—4x+6y—3 =0.Centre:(2,—3).Rayon:r =14 +9+3 =116 = 4.

Proposition 1.9 — cercle de diamétre [AB].
Le cercle de diamétre [AB] a pour centre le milieu Q de [AB] et pour rayon
AB

r .
2

Exemple 1.4. Déterminer I'’équation du cercle de diamétre [AB] avec A(—1,4) et
B(5,-2).
O = (15 42\ _
Centre: Q = (—2 ' ) (2,1).
AB =+/(5—=(=1))2 + (=2 —4)2 = /36 + 36 = 64/2, donc r = 3\/2 et 2 = 18.
Equation: (x —2)? + (y — 1)? = 18.

Proposition 1.10 — cercle passant par trois points.

On part de la forme générale x* + y?> + Dx + Ey + F = 0 et on remplace
successivement (x, y) par les coordonnées des trois points : on obtient un
systéme de trois équations linéairesen D, E, F.

Exemple 1.5. Déterminer I'équation du cercle I' passant par A(0, 0), B(6,0) et D(0, 8).
EnNA:0+0+0+0+F=0=>F=0.
EnB:36+6D+F=0= D = —6.
EnD:64+8E+F=0=> E =-8.
DoncT : x? 4+ y? — 6x — 8y = 0, de centre (3,4) et de rayon r =1/9 + 16 = 5.

1.3. EQUATION D'UN CERCLE



CHAPITRE 1. GEOMETRIE ANALYTIQUE

1.4 Intersections et tangentes

Proposition 1.11 — droite et cercle.

Pour trouver les intersections d’'une droite et d'un cercle, on substitue
I'’équation de la droite dans celle du cercle. On obtient une équation du
second degré dont le discriminant A indique :

- A > 0:deux points d'intersection (sécante)

- A =0:un point (tangente)

- A < 0:aucun (extérieure)

Exemple1.6. Intersectiondey =x+1et x2+y2 =5: x>+ (x+1)P2 =5=2x’+2x—-4 =
0=>x>4+x—2=0.A=9>0:x=10ux= -2 Points:(1,2) et (-2, —1).

Proposition 1.12 — intersection de deux cercles.

SiL} : x>+ +Dix+Ey+F =0etlh : X2+ y*+D)x+Ey+F, =
0, on soustrait les deux équations : les termes x2 et y2 s'éliminent et on
obtient I'équation d'une droite (dite axe radical), qui contient les points
d'intersection éventuels. On résout ensuite le systéme formé de cette droite
et de I'un des deux cercles.

Exemple 1.7. IntersectionsdeT} : x> +y? =25etl} : x2 +y* —16x 439 = 0.
Soustraction : (x2 + y? —25) — (x> + y? —16x+39) = 0=> 16x — 64 = 0= x = 4.
DansTj:16 +y* =25= y = #3.

Points d'intersection : (4, 3) et (4, —3).

Proposition 1.13 — tangentes a un cercle depuis un point extérieur.

Si P est extérieur au cercle I de centre Q et de rayon r, il existe exactement
deux droites tangentes a I" passant par P. On les cherche sous la forme
y = m(x — xp) + yp (OU X = Xp Si une tangente est verticale) et on impose
que la distance de Q a la droite vaille r.

Exemple 1.8. Déterminer les tangentes au cercle x? 4+ y? = 9 issues de P(5,0).
Droite:y = m(x — 5), soitmx —y — 5m = 0.
. . . —5m
Distance de Q(0,0) a cette droite : =5m _ 3 &= 25m>=9(m*+1) = 16m? =
m2 +1
9 &= m= i%.

Tangentes:y = %(x —5ety= —Z(x —5).
MA2 — Approfondissement

Faisceaux de droites. 'ensemble de toutes les droites passant par un
point P(a, b) forme un faisceau. Si deux droites d; et d, sont d’équations
filx,y) = 0et f5(x,y) = 0, toute droite du faisceau passant par leur inter-
section s'écrit :

A1, y) + ufo(x,y) =0, (4, u) # (0,0).

10



Ceci permet de trouver élégamment des droites satisfaisant des condi-
tions supplémentaires, sans calculer explicitement le point d'intersection
de d,; et d,.

Puissance d'un point par rapport a un cercle. Soit I un cercle de centre
Q et de rayon r, et P un point du plan. On définit la puissance de P par
rapportal':

n(P) = QP? — 2.

- Sim(P) > 0: P est extérieura T,

-sin(P)=0:P€eT;

- sim(P) < 0:Pestintérieurarl.
Si P est extérieur et PT une tangente a I en T, alors PT? = n(P) : cela
permet d'obtenir la longueur d'une tangente sans résoudre de systéme.

1.5 EXxercices

Exercice 1.1. Soient A(1, 3), B(5,6), C(=2,1).
a) Calculer AB, AC, BC.
b) Trouver le milieu de [AB].

c) Le triangle ABC est-il rectangle?

Exercice 1.2. Trouver I'équation de la droite :
a) passant par A(2,5) et B(—1,2)
b) perpendiculaire a 3x —y + 2 = 0 passant par P(1,4)

c) équidistante de A(0,0) et B(4,2) (médiatrice de [AB])

Exercice 1.3. On donne les droites:

dy1y=2x—3 dp:4x—2y+5=0, dyiy=—x+1, dy:x+2y-4=0.
a) Donner la pente de chaque droite.
b) Regrouper les droites par paires paralléles.

c) Montrer que d; et d; sont perpendiculaires.

Exercice 1.4. Trouver le centre et le rayon:

11
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CHAPITRE 1. GEOMETRIE ANALYTIQUE

a) (x=32+@+1)2=16

b) x>+ y>—6x+4y+4=0

Exercice 1.5. Soient A(—1,4) et B(5,—2).
a) Etablir 'équation de la droite (AB).
b) Etablir 'équation du cercle I dont [AB] est un diamétre.

c) Etablir 'équation de la tangente a I au point A.

Exercice 1.6. Déterminer I'équation du cercle I" passant par A(0,0), B(6,0) et
D(0, 8), ainsi que son centre et son rayon.

Exercice 1.7. Trouver les points d'intersection du cercle x* + y?> = 25 et de la
droite y = 2x.

Exercice 1.8. Déterminer algébriguement les points d'intersection des cercles
L:x?+y*=25etly : x>+ y*—16x+39=0.

Exercice 1.9. Montrer que la droite y = 2x— 5 est tangente au cercle x> +y? = 5
et trouver le point de tangence.

Exercice 1.10. Déterminer les équations des tangentes au cercle x> + y?> =9
issues du point P(5,0).

Exercice 1.11. Soientd; : x+y—3=0etd, : 2x—y = 0. Al'aide de la
méthode des faisceaux, déterminer I'équation de la droite passant par le
point d'intersection de d, et d, et par P(4,1), sans calculer explicitement
ce point d'intersection.

Exercice 1.12. Soit le cercleT : x* + y? =9 et le point P(5,0).
a) Calculer la puissance 7(P) de P par rapport aT.

b) En déduire la longueur d'une tangente issue de P, sans résoudre de
systeme.

c) Comparer avec les tangentes trouvées a l'exercice 1.10.

Exercice 1.13. Soient A(1,1), B(5,2), C(6,5) et D(2,4). Montrer que ABCD est un
parallélogramme en utilisant les milieux des diagonales.

Exercice 1.14. Soient A(1,2), B(3,6) et C(—1,=2).
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a) Montrer que A, B et C sont alignés.

b) Déterminer k tel que D(4, k) soit également sur cette droite.

Exercice 1.15. Soitladroited : 5x—2y+3 =0.

a) Déterminer I'’équation de la droite paralléle a d passant par P(2,—1).

b) Déterminer|'égquation de la droite perpendiculaire a d passant par Q(—3, 4).

Exercice 1.16. Déterminer I'équation du cercle:
a) de centre C(4,-3) et tangent a I'axe Ox;

b) de centre C(—2,5) et tangent a I'axe Oy.

Exercice 1.17. Si cela est possible, déterminer le centre et le rayon du cercle
d'équation :

a) X2 +y>—2x+4y+10=0

b) x?+y*+6x—2y—6=0

Exercice 1.18. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles la droite y = mx +13
est tangente au cercle x? 4+ y? = 25.

Exercice 1.19. Déterminer algébriguement les points d'intersection des cercles
O:(x=12+@-12=25eth: (x—972+(y—1)> =25

Exercice1.20. Un bateau navigue le long de la droite d'’équation 3x—4y+20 = 0
(coordonnées en km). Une bouée se trouve au point B(5, 2). Calculer la distance
la plus courte entre la bouée et |a trajectoire du bateau.

Exercice 1.21. Soit le cercle T : x2 + y? = 16. Pour chacun des points
F(6,0), B(3,0) et B(4,3):

a) calculer sa puissance par rapport a I';
b) préciser s'il est intérieur, extérieur ou sur I';

c) sile point est extérieur, calculer la longueur d'une tangente issue
de ce point.

13
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CHAPITRE 1. GEOMETRIE ANALYTIQUE

Exercice 1.22. Soientd; : x—y+1=0etd, : x+y—5=0.Al'aidedela
meéthode des faisceaux, déterminer I'équation de la droite passant par
l'intersection de d,; et d, et paralléle a la droite 3x + y = 0.

14



1.6 Résumé du chapitre

Distance et milieu

+ AB =/(x; — x1)2 + (y; — y1)?
- Milieu: M = (S22, 22

b

2 2

Droites
- Explicite:y=ax+b GCénérale:ax+py+y=0
- Verticale: x = k (pas de pente) Horizontale:y=n
- Paralleles: m; = m, Perpendiculaires:m; -m, = —
- Distance de P(xp,yg)aax+pBy+y=0:d = laxotByotrl

|/ a2+32
Cercles

- (x —a)*+ (y = b)?> = r* — centre Q(a, b), rayon r

. Forme générale: x>+ y*+Dx+Ey+F =0

- Diametre [AB] : centre = milieu de [AB], rayon = AB

- Passant par 3 points : substituer dans la forme gzénérale — systeme en

D,E,F
- Tangenta Ox :r = |yql; tangenta Oy : r = |xq)|
. D?+E? ,
. Si == — F < 0:cen'est pas un cercle

Intersections et tangentes
- Droite/cercle : substituer, analyser A
. Cercle/cercle : soustraire les équations — axe radical (droite)
- Tangentes depuis un point extérieur : imposer distance(Q,d) = r

MA2
- Faisceau de droites: Af1(x,y) + ufa(x,y) =0
. Puissance d'un point : 7(P) = QP? — r?; tangente : PT? = 7(P)

15
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1.7 QCM — Géométrie analytique

Une seule réponse correcte par question.

1. La distance entre A(1,2) et B(4,6) est:

a) 5
b) 7
) V7
d) 25

2. Le milieu de [AB] avec A(—2,4) et B(6,0) est :

a) (4,2)
b) (2,2)
c) (2,4)
d) (4,4)

3. Lecentreducercle x> + y*> —4x +2y —4 =0est:

a) (-2,1)
b) (4’ _2)
c) (2,-1)
d) (_4’2)

4. Ladroite y = x + 3 est par rapport au cercle x> + y?> = 4:

Sécante
Tangente
Extérieure
Confondue

a)
b)
c)
d)

5. La distance du point P(1,1) a ladroite 3x +4y —5=0est:

a)g
b) 2
6
c) -
5
d 1

6. Quelle équation représente un cercle de rayon 3 centré en (1, —2)?

a) (x+12+@y-22=3
b) (x—12+(+2)?=9
c) (x—=1P%+(y—-22%=9
d (x+1)*+@+2)2?=9

7. La médiatrice de [AB] avec A(0,0) et B(2,0) a pour équation :

17
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CHAPITRE 1. GEOMETRIE ANALYTIQUE

10.

11.

12.

13.

14.

Q

0 O

= XK =<
I
= = O =

o

. Combien de points d'intersectiononty = x et x> + > = 1?

a) 0
b) 1
c) 2
d) 3

Lesdroitesy=3x—1ety =3x+7sont:

Paralleles

Confondues

Perpendiculaires

Sécantes non perpendiculaires

a
b
c

)
)
)
d)

. 1
Deux droites de pentes 2 et -3 sont:

Paralléles
Perpendiculaires
Confondues

Aucune de ces réponses

a
b
C
d

—_— — =

Le cercle de diamétre [AB] avec A(0,0) et B(6,8) a pour rayon :
10

O o
w

—

4

0

)
)
)
)

o
~

Les cercles x? + y? = 25 et x? + y? — 16x + 39 = 0 s'intersectent en :

a) un seul point

b) deux points

C) aucun point

d) une infinité de points

La puissance du point P(5,0) par rapport au cercle x> + y? = 9 vaut :
a) 16

N

Les points A(1,2), B(3,6) et C(—1,—2) sont alignés car leurs pentes sont toutes
égalesa:

18
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15. Le cercle de centre (4,—3) tangent a I'axe Ox a pour rayon :
a) 4

O n O

) 3
)5
) 7

16. L'équation x% + y? — 2x + 4y + 10 = 0 représente :

a) un cercle de rayon \/E
b) un cercle de rayon 5
c) I'ensemble vide

d) un point

17. La droite y = mx + 13 est tangente au cercle x? + y? = 25 pour :

a) m=+=

12
b) m=_15—2
C) m= =5
d) m==

18. Lescercles (x —1)?>+ (y—1)? = 25 et (x —9)? + (y — 1)®> = 25 s'intersectent en:
a) (5,4)et(5,-2)
b) (4,5) et (-2,5)
C) (134) et (9a _2)
d) aucun point

19. La distance de la bouée B(5,2) a la droite 3x — 4y + 20 = 0 vaut :

a) —

5
b) 4
c) 3
d) 5

20. Pour le cercle x? + y? = 16, le point P(3,0) est :

a) extérieur

b) intérieur
c) sur le cercle
d) indéterminable

1.7. QCM — GEOMETRIE ANALYTIQUE

Réponses:l-a 2-b 3c 4c 5a 6b 7c 8c 9a 10-b M-b 12-b 13-a
14-b 15-b 16-¢c 17-b 18-a 19-a 20-b
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CHAPITRE 1. GEOMETRIE ANALYTIQUE

1.8 Corrigés

Solution 1.1.

a) AB=41649=5:AC =+/9+4 =+/13: BC =/49 + 25 =/74.
b) M = (3,4,5).

c) AB?> + AC? =25+ 13 = 38 # 74 = BC?. Non rectangle.
Solution 1.2.

5-2 o
a) a—z_(_l)—l,y—x+3.

b) Ladroite3x —y+2 = 0a pente 3; perpendiculaire : pente —%. 4 = —i +b=>

b—B' _ x+13
3’y 3 3’

c) Milieu : (2,1); direction [AB] : pente %; meédiatrice : pente —=2;y — 1 =
—2(x—-2)=>y=-2x+5.
Solution 1.3.

a) d;:pente2;d,:y=2x+ g pente 2; d; : pente —é; dy:y= —%x+ 2, pente

1
L
b) d; || d; (pente 2); d; || dy (pente —2).

c) 2- (—%) =—1,doncd; Ld;. v/
Solution 1.4.

a) Centre (3,—1), rayon 4.

b) Centre (3,=2);r=4/9+4—4=3.

Solution 1.5.

a) Pente: 5_2_41‘) =-1;(AB) : y=—x+3.

b) Centre Q =(2,1);AB=6V2,r*=18;T : (x—2)>+(y—1)*> =18.

c) Pentede [QA]: % = —1; la tangente en A est perpendiculaire : pente 1.

—1-2
y—4=1-(x+1)=>y=x+5.
Solution 1.6.

ENA:F=0.EnB:36+6D=0=>D=—-6.EnD:644+8E=0=> E = -8.
I':x?+y*—6x—8y=0;centre(3,4), rayon {9+ 16 = 5.
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Solution 1.7.
x% +4x% = 25 = x2 = 5= x = +1/5. Points : (1/5,21/5) et (=/5, =21/5).
Solution 1.8.

Soustraction:16x— 64 = 0= x = 4. Dans I} : 16 + y*> = 25 = y = +3. Points: (4, 3)
et (4,-3).
Solution 1.9.

. e e . lo—0-5 _ 5
Distance du centre (0,0)a2x—y—5=0:d = T \/E = r. Tangente.

v/ Point de tangence : substituer y = 2x —5: x? + (2x — 5)> = 5= 5x?> —20x+20 =
0= (x—2)2=0;x=2y=-1Point:(2,-1).
Solution 1.10.

Droite y = m(x — 5), soit mx —y — 5m = 0; distance de (0, 0) a cette droite égale

P L 2 _ 2 2 _ _ 43
a&mﬁﬁ—S:Qﬁn—9Mz+D$1M1—9:m—il

Tangentes:y = %(x —5ety= —%(x —5).
Solution 1.11.
On cherche A(x +y —3) + u(2x — y) = 0 passant par P(4,1):

AMA+1-3)+u2-4-1)=0 < 21+7u=0 < /1:—%/,1.

Enprenantu =2,1=-7:-7(x+y—-3)+22x—-y) =0 < —-3x—-9y+21 =
0 & x+3y—-7=0.

Vérification : le point d'intersection de d;,d, est (1,2),et1+3-2—-7 =0;
deplus4+3:-1-7=0.v

Solution 1.12.

=(0,0),r=3;7(P) = QP> —r* =25-9 = 16.
b) PT? = n(P) = 16 = PT = 4.

3 . o
C) Lestangentesy = J_rz(x — 5) touchent le cercle en des points situés
a distance 4 de P — on retrouve bien le méme résultat par une
méthode différente, beaucoup plus rapide.

Solution 1.13.

Milieu de [AC] : (1:6, H;) = <z,3).

Milieu de [BD] : (%, %) = (z, 3).
Les diagonales [AC] et [BD] ont le méme milieu, donc ABCD est un parallélo-

gramme. v’
Solution 1.14.

a) Pente de (AB) — =2; pente de (AC): ﬁ = 2. Les pentes sont égales
(et les droites partagent le point A), donc A, B, C sont alignés.

b) Ladroite esty = 2x (elle passe par l'origine, car A(1, 2) vérifie 2 = 2-1). Pour
D(4,k): k=2-4=38.
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CHAPITRE 1. GEOMETRIE ANALYTIQUE

Solution 1.15.

La pente de d est Z (card : y = gx + Z).

R R 5 5
a) Paralléle, méme pente 5 (y = S~ 6.

b) Perpendiculaire, pente —g y = —gx + 15—4.
Solution 1.16.
a) TangentaOx:r=|-3|=3;(x—4)*+(y +3)?=09.
b) Tangenta Oy:r=|-2|=2;(x+2)?*+(y—-5?% =4
Solution 1.17.
D%+ E? 4+16

a) D=-2E=4F =10:
cercle (ensemble vide).

—F:T—lO:—5<O.Cen'estpasun

b) D:6,E:—2,F:—6:$+6:16>0;centre(—3,1), rayonr =4/16 = 4.

Solution 1.18.
Droite : mx — y + 13 = 0. Distance de (0,0) a cette droite égalea 5:

13 144 12
L=5 = 169 =25(m’+1) < m?>=— < m=+—.
Vm2 +1 25
Solution 1.19.

Sousforme générale: Ty : x2+y?—2x—2y—23=0;1, : x2+y?>—18x—2y+57 = 0.
Soustraction:16x —80=0= x = 5.
Dans;:(5-12+(p—-1?%=25=2(y—-1) % =9=>y=40uy= -2

Points: (5,4) et (5, —2).

Solution 1.20.
3(5) —4(2 20 15—8+ 20 27
g BO -4 +20] _| +200 _ 27 s 4ukm.
V32 + 42 > >
Solution 1.21.
Q= (0,0), r=4.

a) 1(R)=36—-16=20;1(B)=9—-16=-7;71(B) =16 +9—16 = 9.
b) B extérieur (r > 0); B intérieur (7 < 0); B extérieur (7 > 0).
c) Pour B : PT =+/20 = 21/5. Pour B : PT =+/9 = 3.
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Solution 1.22.
Oncherche A(x—y+1)+u(x+y—>5) = 0,soit A+ u)x+(u—A)y+(A—-5u) =0,

+ M
de pente vt
On veut cette pente égale a celle de 3x + y = 0, soit —3::
A+u
—m:—3 S A+u=3u-31 &= 41=2u &= u=21L

Enprenantdl=1Lu=2:(x—y+1)+2(x+y—-5=0 < 3x+y—-9=0.
Vérification : I'intersection de d;, d, est (2,3), et 3(2) + 3 —9 = 0; de plus
3x+y—9=0abienla pente -3.V/
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Chapitre 2
La géométrie pour démontrer

;m <
>
b
’ 3
p
L /
» . o !
Les Eléements d’Euclide commencent parcing b |
postulats. Le cinquieme —dit « postulat des pa- { \ a
ralleles» — a tourmenté les mathématiciens » j
pendant deux mille ans. Il semblait moins : ¥
évident que les quatre autres. Des générations  » ‘
ont tenté de le déemontrer a partir des quatre :
premiers, en vain. ]
3 ‘
Au XIX® siécle, on découvrit qu'on pouvaitle hasaseasssasasnsnenasal

nier et obtenir une géométrie cohérente : la
géométrie hyperbolique.

La lecon : en geométrie, ce gu'on démontre
dépend de ce qu'on admet. Rien n'est gratuit.

Mais dans notre cadre euclidien, les outils sont
puissants et les démonstrations, élégantes.’

Les faits : bien établi. La géométrie hyperbolique (indépendance du 5¢ postulat) a été
développée indépendamment par Nikolai Lobatchevski (publié 1829) et Janos Bolyai (publié
1832); Carl Friedrich Gauss I'avait étudiée plus tdét sans jamais publier.
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CHAPITRE 2. LA GEOMETRIE POUR DEMONTRER

2.1 Congruence des triangles

Définition 2.1 — triangles congruents.

Deux triangles sont congruents s'ils ont les mémes angles et les mémes
cotés (ils sont superposables). On note ABC = DEF.

Proposition 2.2 — critéres de congruence.

Deux triangles sont congruents si:
- CCC : trois cotés égaux deux a deux
- CAC : deux cb6tés et I'angle inclus égaux
- ACA : deux angles et le cété inclus égaux
- ACC : angle droit, hypoténuse et un c6té égaux

Remarque 2.1. Deux situations ne suffisent pas a conclure a la congruence, méme
si elles semblent proches des critéres ci-dessus :
- AAA :trois angles égaux ne donnent que des triangles semblables (voir section
suivante), pas nécessairement congruents;
- CAC avec un cbté non adjacent a I'angle donné (parfois noté « CCA») ne garantit
pas la congruence en général.

2.2 Similitude des triangles

Proposition 2.3 — critéres de similitude.

Deux triangles sont semblables si :
- AA : deux angles égaux
- SAS : deux cbtés proportionnels et angle inclus égal
. SSS : trois cotés proportionnels

Remarque 2.2. Congruence = similitude (rapport k = 1), mais pas l'inverse.

2.3 Quadrilatéeres remarquables

Définition 2.4 — quadrilatéres.

- Parallélogramme : c6tés opposés paralléles deux a deux
- Rectangle : parallélogramme avec un angle droit

- Losange : parallélogramme avec quatre cotés égaux

- Carré : rectangle et losange

- Trapéze : une seule paire de cotés paralleles
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Proposition 2.5 — propriétés du parallélogramme.

Dans un parallélogramme ABCD
- Les cbtés opposés sont égaux:AB = CD, BC = DA
- Les diagonales se coupent en leur milieu
- Les angles opposés sont égaux

Exemple 2.1. Démontrer que dans un parallélogramme ABCD, AB = CD.

La diagonale [AC] partage ABCD en deux triangles ABC et ACD. Comme (AB) ||
(DC), les angles alternes-internes BAC et DCA sont égaux; de méme, (BC) || (AD)
donne BCA = DAC. Le cété [AC] est commun aux deux triangles. Par le critere ACA,
ABC = CDA, donc AB = CD (et BC = DA).

Proposition 2.6 — propriétés du rectangle.

Dans un rectangle, les diagonales sont égales et se coupent en leur milieu.
Réciproque : si les diagonales d'un parallélogramme sont égales, c’est un
rectangle.

Proposition 2.7 — propriétés du losange.

Dans un losange, les diagonales sont perpendiculaires et se coupent en
leur milieu. Réciproque : si les diagonales d'un parallélogramme sont per-
pendiculaires, c’est un losange.

2.4 Lieux géomeétriques

Définition 2.8 — lieu géométrique.

Un lieu géométrique est I'ensemble de tous les points satisfaisant une
propriété donnée.

Proposition 2.9 — lieux classiques.

- Points équidistants de deux points A et B : médiatrice de [AB]

- Points équidistants de deux droites : bissectrice de I'angle formé
- Points a distance r d'un point O : cercle de centre O et rayon r

- Points voyant [AB] sous angle droit : cercle de diamétre [AB]
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CHAPITRE 2. LA GEOMETRIE POUR DEMONTRER

2.5 Droites remarquables du triangle

Définition 2.10 — bissectrice, médiane, médiatrice, hauteur.

Dans un triangle ABC :
- une bissectrice partage un angle du triangle en deux angles égaux;
- une médiane relie un sommet au milieu du coté oppose;
- une médiatrice d'un coté est la perpendiculaire a ce coté passant
par son milieu;
- une hauteur passe par un sommet et est perpendiculaire au coté
oppose.

Proposition 2.11 — concours des bissectrices.

Les trois bissectrices d'un triangle sont concourantes : leur point de
concours est le centre du cercle inscrit (tangent aux trois cotés).

Proposition 2.12 — concours des médianes.

Les trois médianes d'un triangle sont concourantes en un point appelé
centre de gravité, noté G. Ce point partage chaque médiane dans le rapport

2 : 1a partir du sommet : si M est le milieu de [BC], alors AG = EAM.

Proposition 2.13 — concours des médiatrices.

Les trois médiatrices d'un triangle sont concourantes : leur point de
concours est le centre du cercle circonscrit (passant par les trois som-
mets).

Proposition 2.14 — concours des hauteurs.

Les trois hauteurs d'un triangle sont concourantes en un point appelé
orthocentre.

Exemple 2.2. Soit ABC rectangle en A, avec A(0,0), B(6,0), C(0,8). Déterminer le
centre et le rayon du cercle circonscrit.
Comme l'angle en A est droit, [BC] est vu sous un angle droit depuis A : par la

propriété des lieux géométriques, A appartient au cercle de diamétre [BC]. Le centre

. ) . , ; 6+0 0+8
du cercle circonscrit est donc le milieu de 'hypoténuse : Q = (L, L) = (3,4),etle

27 2
BC _ /36464 _ 10

rayonestr = — = = 5.
2 2 2

MA2 — Approfondissement

Droite d'Euler. Dans un triangle non équilatéral, 'orthocentre H, le centre
de gravité G et le centre du cercle circonscrit Q sont alignés, et G divise
[QH] dans le rapport QG : GH = 1 : 2. Cette droite s'appelle la droite
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d’'Euler du triangle.

Leonhard Euler (1707-1783), mathématicien suisse né a Bale, a passé l'es-
sentiel de sa carriere a Saint-Pétersbourg et a Berlin. Auteur prolifique
touchant a presque tous les domaines des mathématiques et de la phy-
sique de son temps, il a notamment normalisé une grande partie des
notations encore utilisées aujourd’hui (dont la notion moderne de fonc-
tion).

2.6 Constructions a la régle et au compas

Les constructions classiques utilisent uniquement :
- La regle non graduée (tracer des droites)
- Le compas (tracer des cercles, reporter des longueurs)

Proposition 2.15 — constructions fondamentales.

- Médiatrice d'un segment

- Bissectrice d'un angle

- Perpendiculaire a une droite par un point
- Paralléle a une droite par un point

- Division d'un segment en n parties égales

Problémes de construction impossibles. Trois problemes ont occupé les
Grecs pendant des siécles::
- Quadrature du cercle : construire un carré d'aire égale a un cercle
donné
- Duplication du cube : construire un cube de volume double d'un
cube donné
- Trisection de I'angle : diviser un angle quelconque en trois parties
égales
Ces trois constructions sont impossibles a |la regle et au compas seuls —
fait démontré au XIX€ siécle grace a la théorie de Galois.

2.7 Exercices

Exercice 2.1. Dans chaque cas, déterminer si les triangles sont congruents et
citer le critere utilisé :

a) ABC et DEF avec AB=DE =5,BC =EF =7,AC=DF =9
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CHAPITRE 2. LA GEOMETRIE POUR DEMONTRER

b) GHI et JKL avec G =J =50°, GH =JK = 6, H = K = 70°
c) MNP et QRS rectanglesen N et R, MN = QR = 3, hypoténuses MP = QS =
5
Exercice 2.2. Soit ABCD un parallélogramme avec A(0, 0), B(4,0), C(5, 3).
a) Trouver les coordonnées de D.
b) Vérifier que les diagonales se coupent en leur milieu.
c) Est-ce unrectangle? un losange?

Exercice 2.3. Décrire et construire le lieu géométriqgue des points M du plan
équidistants de A(1,0) et B(5,0). Trouver son équation.

Exercice 2.4. Démontrer que les diagonales d'un rectangle sont égales.

Exercice 2.5. Dans le triangle ABC,A\: 50°, B =70°.Un triangle DEF a D = 50°
et F = 60°. Les triangles sont-ils semblables?

Exercice 2.6. Donner un exemple de deux triangles semblables mais non
congruents, pour illustrer que le critere AAA ne garantit pas la congruence.

Exercice 2.7. Soit ABC avec A(1,2), B(7,4), C(4,10).
a) Calculer les coordonnées du centre de gravité G.

b) Calculer le milieu M de [BC], puis vérifier que AG = EAM.

Exercice 2.8. Soit ABC rectangle en A, avec A(0,0), B(6,0), C(0,8). Déterminer
le centre Q et le rayon r du cercle circonscrit, puis l'aire du disque.

Exercice 2.9. Soit ABC avec A(0,0), B(4,0), C(1, 3).

a) Etablir I'équation de la hauteur issue de A (perpendiculaire & (BC) passant
par A).

b) Etablir 'équation de la hauteur issue de B.

c) En déduire les coordonnées de l'orthocentre.
Exercice 2.10. Soit un angle de sommet A formé par deux demi-droites, b
sa bissectrice, et P un point quelconque de b. Soient H; et H, les pieds des

perpendiculaires abaissées de P sur chacune des deux demi-droites. Démontrer
que PH; = PH,.
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Exercice 2.11. Démontrer, en toute généralité (avec des coordonnées
quelconques A, B, C), que le centre de gravité G vérifie AG = EAM ouM
est le milieu de [BC].

Exercice 2.12. Soit ABC avec A(0,0), B(6,0), C(2,4).
a) Calculer le centre de gravité G.

b) Calculer le centre du cercle circonscrit Q (intersection des média-
trices).

c) Calculer l'orthocentre H (intersection des hauteurs).

d) Vérifier que Q, G, H sont alignésetque QG : GH =1 : 2.

Exercice 2.13. On donne AB =8, A = 30° et BC = 5 ('angle donné n'est pas
inclus entre les deux co6tés donnés : c'est le cas « CAC non adjacent», parfois
noté SSA).

a) En posant C = t(cos30°-sin 30°) avec A a l'origine et B = (8,0), écrire
I'équation BC = 5 sous forme d'une équation du second degré en t.

b) Résoudre cette équation et en déduire qu'il existe deux triangles ABC non
congruents satisfaisant les données de I'énoncé.

Exercice 2.14. Démontrer que si les diagonales d'un parallélogramme ABCD
sont égales, alors ABCD est un rectangle.

Exercice 2.15. Démontrer que si les diagonales d'un parallélogramme ABCD
sont perpendiculaires, alors ABCD est un losange.

Exercice 2.16. Un triangle a pour c6tés 5,12 et 13.
a) Vérifier gqu'il s'agit d'un triangle rectangle.
b) Calculer son aire.

Ly . . aire
c) En déduire le rayon r du cercle inscrit (r = —).
demi-périmétre

Exercice 2.17. Un triangle équilatéral a pour c6té a = 6. Calculer le rayon r de
son cercle inscrit.
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Exercice 2.18. Décrire, étape par étape, la construction a la régle et au compas
de la bissectrice d'un angle XAY, en justifiant pourquoi la droite obtenue est
bien la bissectrice.

Exercice 2.19. Dans le triangle ABC,AB = 4, AC = 6,121\ = 50°. Dans le triangle
DEF, DE = 6, DF =9, D = 50°. Les triangles sont-ils semblables? Justifier.

Exercice 2.20. Dans un triangle ABC, I'angle extérieur en A (formé par le
prolongement de [BA] au-dela de A et le coté [AC]) vaut 130°, et 'angle en B
vaut 40°. Déterminer I'angle en C en justifiant précisément chaque étape.

Exercice 2.21. Soit ABC équilatéral avec A(0,0), B(4,0), C(2, 2\/5). Calculer
le centre de gravité G, le centre du cercle circonscrit Q et I'orthocentre
H, et vérifier gu'ils sont confondus — illustrant pourquoi la droite d'Euler
n'est pas définie pour un triangle équilatéral.
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2.8 Résumé du chapitre

Congruence (triangles superposables)
- CCC, CAC, ACA, ACC (rectangle)
- AAA et CAC-non-adjacent ne suffisent pas

Similitude (triangles proportionnels)
- AA, SAS, SSS
. Rapport k : cotés xk, aires xk?

Quadrilateres
- Parallélogramme : diagonales se coupent en leur milieu
- Rectangle : diagonales égales
- Losange : diagonales perpendiculaires
- Carré:les deux a la fois

Lieux géométriques classiques
. Equidistant de A et B - médiatrice de [AB]
- Angle droit sur [AB] — cercle de diamétre [AB]

Droites remarquables du triangle
- Bissectrices — centre du cercle inscrit
- Médianes — centre de gravité G (AG = EAM)
- Médiatrices — centre du cercle circonscrit
. Hauteurs — orthocentre

MA2
- Droite d’'Euler: Q, G, H alignés, QG : GH =1 : 2 (confondus si le triangle
est équilatéral)
- Constructions impossibles : quadrature du cercle, duplication du cube,
trisection de 'angle
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2.9 QCM — La géométrie pour démontrer

Une seule réponse correcte par question.

1. Deux triangles ont trois c6tés égaux deux a deux. lIs sont :

a) Semblables seulement

b) Congruents (critere CCC)

c) Nicongruents ni semblables

d) Semblables mais pas forcément congruents

2. Critére de similitude AA signifie :

a) Deux c6tés et un angle égaux
b) Deux angles égaux suffisent
c) Trois angles égaux nécessaires
d) Deux cbtés adjacents égaux

3. Dans un parallélogramme, les diagonales:

a
b
c
d

Sont perpendiculaires
Sont égales

Se coupent en leur milieu
Forment un angle de 90°

)
)
)
)

4. Un losange est un parallélogramme dont :

a
b
c
d

Les angles sont droits

Les diagonales sont égales

Les quatre cotés sont égaux

Les diagonales se coupent en leur milieu

)
)
)
)

5. Le lieu des points équidistants de A et B est :

a) La droite AB

b) Le cercle de diamétre [AB]
c) La médiatrice de [AB]

d) La bissectrice de AOB

6. Siles diagonales d'un parallélogramme sont égales, c'est :

a) Un losange
b) Un carré

c) Unrectangle
d) Un trapeze

7. Deux triangles ont des angles 40°, 60°, 80° et des cbtés dans le rapport 2. lls
sont:

35

29. QCM — LA GEOMETRIE POUR DEMONTRER



CHAPITRE 2. LA GEOMETRIE POUR DEMONTRER

10.

1.

12.

13.

14.

a
b
c
d

Congruents

Semblables mais non congruents
Ni l'un ni l'autre

Congruents et semblables

)
)
)
)

La trisection d'un angle a la régle et au compas:

Est toujours possible

Est possible seulement pour 90°
Est impossible en général

Est possible avec un rapporteur

Le point de concours des trois médianes d'un triangle est :

a) l'orthocentre

b) le centre de gravité

c) le centre du cercle circonscrit
d) le centre du cercle inscrit

Dans un triangle rectangle, le centre du cercle circonscrit est :

a) l'orthocentre

b) le sommet de I'angle droit
c) le milieu de I'hnypoténuse
d) le centre de gravité

Sur la droite d’Euler, le rapport QG : GH vaut :
a) 1

0 O

01
$2
01
:3

o
_ N

)
)
)

Deux triangles de cotés (3,4, 5) et (6,8,10) sont :

a
b
c
d

Congruents

Semblables mais non congruents
Ni l'un ni l'autre

Congruents et semblables

)
)
)
)

Le critere « CAC non adjacent» (angle non inclus entre les deux cotés don-

nés) :
a) garantit toujours la congruence
b) peut correspondre a deux triangles non congruents
c) n'existe pas en géométrie euclidienne
d) est un synonyme du critere ACA

Si les diagonales d'un parallélogramme sont perpendiculaires, c'est :
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un rectangle

un losange

un trapeze

impossible a déterminer

0 O

—_— — — —

15. Un triangle de c6tés 5,12, 13 a pour rayon de cercle inscrit :

O n O w
NN
)]

)
)
)
)

16. Un triangle équilatéral de c6té 6 a pour rayon de cercle inscrit :

a) V3
b) 24/3
C) 3
d)

17. Pour un triangle équilatéral, 'orthocentre, le centre de gravité et le centre
du cercle circonscrit sont :

a) alignés mais distincts

b) confondus

C) jamais définis

d) alignés uniguement si rectangle

Réponses:1-b 2-b 3c 4c 5c¢c 6-¢c 7b 8c 9-b 10-c NM-b 12-b 13-b
14-b 15-b 16-a 17-b

2.10 Corrigés

Solution 2.1.

a) Congruents par CCC.
b) Congruents par ACA (troisieme angle : 180° — 50° — 70° = 60°).

c) Congruents par ACC.
Solution 2.2.

a) D=C-B+A=(13)

b) Milieu de [AC]: (2,5,1,5). Milieu de [BD] : (ﬂ i) = (2,5,1,5).V/

c) AB=4,BC=414+9=14/10:pas Iosange.A_é = (4, O),B_C" = (1, 3) : produit
scalaire = 4 # 0: pas rectangle.
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CHAPITRE 2. LA GEOMETRIE POUR DEMONTRER

Solution 2.3.

Médiatrice de [AB] : droite verticale passant par le milieu (3,0), perpendiculaire
a I'axe des x. Equation : x = 3.

Vérification : MA? = (x — 1) + y>, MB?> = (x = 5> + y>. MA = MB = (x — 1) =
(x=52=2>x2-2x4+1=x2—10x+25=>8x=24=>x=3.V/

Solution 2.4.
Soit ABCD un rectangle avec A(0,0), B(a, 0), C(a, b), D(0,b). AC =+va? + b2.BD =
\/(a —0)2 + (0 — b)2 =\ a2 + b2. Donc AC = BD. O
Solution 2.5.

Py

C = 180° — 50° — 70° = 60°. E = 180° — 50° — 60° = 70°. Angles de ABC : 50°, 70°,
60°. Angles de DEF : 50°, 70°, 60°. Deux angles égaux : similaires par AA. v/
Solution 2.6.

Le triangle de cbtés 3,4, 5 et le triangle de cotés 6, 8, 10 ont les mémes angles
(le second est I'agrandissement du premier avec un rapport k = 2) : ils sont
semblables. Mais leurs c6tés ne sont pas égaux : ils ne sont pas congruents.

Solution 2.7.
a) G = (1+Z+4’ z+43+1o> _ <4’ ?)
o) = (2, 222) = (2.7)
76 = (5.2) = (1)
2AM = (g : 3,3-5) - (3,9) —AG.v/
Solution 2.8.

BC =14/36 + 64 = 10. Comme le triangle est rectangle en A, le centre du cercle
circonscrit est le milieu de I'hypoténuse : Q = (3,4),r = 5.
Aire du disque : r? = 257.

Solution 2.9.

a) Pente de (BC): % = —1;la hauteur issuede Aa pentel:y = x.
b) Pente de (AC): % = 3; la hauteur issue de B a pente —§ Yy = —i(x —4).

C) Substituery =x:x = —%(x—4) < 3x=-x+4 < x =1 Orthocentre:
(1,1).
Solution 2.10.
Les triangles APH; et APH, ont : le coté [AP] commun; PAH, = PAH, (car b est
la bissectrice); AH;P = AH,P = 90° (par construction).
Le troisieme angle de chaque triangle vaut donc 180° — 90° — PAH;, qui est

le méme dans les deux triangles. Par le critere ACA (coté [AP], deux angles
adjacents €gaux), APH, = APH,, donc PH; = PH,. U
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Solution 2.11.

Notons A(x4,y4), B(xg,yg), C(xc,Yc)-
G = <XA+XB+XC Ya+YB +)’c> M= <x3+xc VB +yc)

3 ’ 3 2 ’ 2

14—G> _ <XB +X§ _2xA’yB +y§' _2yA)
2-— _ 2 (xg+ X Y +Yc ) _
3AM = 3 < 2 Y47 YA =
(xB +Xc—2Xx4 Ypt+Yc— 2)’A>

3 ’ 3 '
Les deux vecteurs sont égaux, quels que soient A, B, C. O
Solution 2.12.

3 3 3°3)

b) Médiatrice de [AB] : x = 3. Médiatrice de [AC] : passe par (1,2),
perpendiculaire a (AC) de pente 2, donc de pente —i y—2= —%(x—
1).Enx=3:y=2-1=1.Q=(3,1).

) G=<0+6+2 O+0+4)=<8 4)

c) Hauteur issue de A : perpendiculaire a (BC) (pente —6 = —1),donc
pente 1:y = x. Hauteur issue de B: perpendlculalre a (AC) (pente 2),
donc pente —%, passant par B(6,0):y = _E(X — 6). Intersection avec

y=x:x=—%(x—6) = 2X=—-Xx+6 < x=2.H=(2,2).
d) QG = <—§, %), GH = (—g, 2) = 2QG : les trois points sont alignés et
QG:GH=1:2V

Solution 2.13.

2 2
a) C = (?t, %t); BC? = (?t - 8) + (%t) = 25, ce qui se développe en

2 —8\/3t+39=0.

8V3£6
Az(8\/§)2—4-39: 192 -156 =36 > 0;t = \/_T = 44/3 = 3. Les deux
solutions t; = 4\/_ —3=x393ett, = 4\/3 + 3 =~ 9,93 sont positives : il existe

bien deux longueurs AC différentes, donc deux triangles non congruents.

Le cas CAC non adjacent ne garantit donc pas la congruence.

Solution 2.14.

Posons i = AB et § = AD. Comme ABCD est un parallélogramme : AC = i + 0
etBD =AD — AB =0 —ii.

AC=BD < ||u+v||2 [0-i|> < u-u+2U-0+0-0=0-0—
AU-U=0 < ulvu.

Donc I'angle en A est droit : ABCD est un rectangle. 0

-

0-04+1U-U =

39
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CHAPITRE 2. LA GEOMETRIE POUR DEMONTRER

Solution 2.15.
Avec ii = AB, G = AD comme ci-dessus: AC-BD = (i+0)-(—4) =0-0—1 -1 =
151> — N1zl

Diagonales perpendiculaires <= ce produit scalaireest nul < || = ||0] <
AB = AD. Comme ABCD est un parallélogramme, AB = CD et AD = BC; avec
AB = AD, les quatre cotés sont égaux : ABCD est un losange. 0]
Solution 2.16.

a) 524122 =25+ 144 = 169 = 132 : rectangle (réciproque de Pythagore).

b) Aire=§-5-12=3o.

c) Demi-périmetre s = 2+ 15;r = % =2
Solution 2.17.
. 3 3
Aire = gaz = 4 .36 = 9/3.

S 3a
Demi-périmetre s = > =09

=2

Solution 2.18.

1) Tracer un cercle de centre A et rayon quelconque : il coupe AX en P et AY en
Q, avec AP = AQ.

2) Tracer deux cercles de méme rayon (supérieur a %PQ), centrésen Peten Q:
ils se recoupent en un point S (distinct de A).

3) La droite (AS) est la bissectrice cherchée.

Justification : par construction, SP = SQ (méme rayon) et AP = AQ, et [AS] est
commun : par CCC, /AAAPS = AAQS, donc PAS = QAS : (AS) partage bien XAY
en deux angles égaux.

Solution 2.19.

AB _4_2 et 4c _6_2. les cotés adjacents a I'angle donné sont propor
DE~6 3  DF 9 3. J 9 prop
tionnels (Méme rapport k = §)' et A =D = 50° est I'angle inclus. Par le critere
SAS de similitude, /AAABC ~ /\DEF.V/

Solution 2.20.
L'angle intérieur en A et I'angle extérieur en A sont supplémentaires (ils forment

un angle plat) A = 180° — 130° = 50°.
Par le théoréme de la somme des angles d’'un triangle: C = 180° - A — B =

180° — 50° — 40° = 90°.
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Solution 2.21.

G_(0+4+2 0+0+2\/—) ( 2\/_)

3 ’ 3
Médiatrice de [AB] : x = 2. Médiatrice de [AC] : passe par le milieu (1,\/5),
perpendiculaire a (AC) de pente \/E, donc de pente ~L Enx=2 ty =

R
1 _ 1 3-1_ 2 2\/_ 2\/—

Hauteur issue de A : perpendiculaire a (BC) (pente —\/5), donc pente %

passant parl'origine:y = \/_ Enx=2:y= \/23 i .DoncH = ( 2\/_>

G=Q.
Les trois points sont confondus. v/
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Chapitre 3
Fonctions polynomiales

Au XVI¢ siecle, les algébristes italiens se lancaient des défis publics : résoudre
des équations cubiques en moins de temps que l'adversaire.

Tartaglia découvrit une méthode pour le degré 3, la confia sous serment a
Cardan, qui la publia quand méme. Un scandale mathématique.

Mais derriere la dispute, une vérité profonde : les polynémes de degré 3 et 4 ont
des formules de résolution. Degré 5? Abel démontra en 1824 qu'il n'y en a pas.
Pas de formule. Jamais.

Les polynémes, simples en apparence, cachent des abimes.

HIERONYMI CAR

DANI, PRESTANTISSIMI MATHE

MATICI, PHILOSOPHI, AC MEBDICI,

ARTIS MAGNAE,

SIVE DE REGVLIS ALGEBRAICIS,
Lib.unus. Qui & cotius operis de Arithmerica, quod
OPVS PERFECTVM
infcripfiteftin ordine Decimus,

‘Abesin hoc libro, ftudiofe Lecor, las Algebraicas (Ttali, dela Cof
fa vocant dit i Retin Mgt ab Authore
Tocupletatas,ut pro pauculis ancea uulgg tritis.iam feptuaginta euaferine, Nes
g folum , ubi Ieeri, 0 uni, {am,ubiduo duobus,
aue tres uni ¢quales fuerint,nodum explicant.  Huncafitlibrumideo feors
fim edere placuit,ut hoc abft imo, & plané i fto totius Arithmeri
ca thefauro inlucem eruro, & quaff in theatro quodam omnibus ad fpectan
%Elm expofito, Lectores incitaretur,ut reliquos Operis Pref‘fe&i llbms,r qui pet

Les faits : globalement établi, détails disputés dans les sources d’époque elles-mémes.
Tartaglia a transmis sa méthode a Cardan en 1539 sous serment de secret selon lui — que
Ferrari, témoin, a toujours nié. Cardan I'a publiée dans I'Ars Magna (1545) aprés avoir découvert
gue Scipione del Ferro l'avait trouvée des décennies plus tét. La preuve d'Abel date de 1824
(version complete 1826).
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CHAPITRE 3. FONCTIONS POLYNOMIALES

3.1 Généralités

Définition 3.1 — polynéme.
Un polynéme de degré n est une fonction:

P(x) = apx™ + a1 X" + - + ayx + ay,

avec a, # 0. Le coefficient a,, est le coefficient dominant, q, le terme
constant.

Proposition 3.2 — allure générale.

Pour |x| — +o00, P(x) se comporte comme a,x" :
- npair, a, > 0: P(x) » +oo des deux cotés
- nimpair,a, > 0: P(x) > —o0 a gauche, +oo a droite
- Sighes inverséssia, <0

Exemple 3.1.  Pour P(x) = —2x° 4+ 3x? — 1 : degré 5 (impair), coefficient dominant
—2 < 0.Donc P(x) —» +o00 quand x —» —oo et P(x) - —oo quand x — +oo (signesinversés
par rapport au cas a, > 0, n impair).

3.2 Division euclidienne

Théoréme 3.3 — division euclidienne des polynémes.

Pour tout polyndme A et tout polyndme B # 0, il existe des polyndmes Q
(quotient) et R (reste) uniques tels que:

A=B-Q+R, degR < degB.

Exemple 3.2. Diviser A(x) =2x3 —3x* + x — 5parB(x) = x — 2:
263 =3x24+x-5=(x-2)2x*+x+3)+ 1.

Reste:R =1.

3.3 Théoréme du diviseur

Théoréme 3.4 — du reste.
Le reste de la division de P(x) par (x — a) est P(a).
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Théoreme 3.5 — du diviseur.

Soit P(x) un polynéme et a un nombre réel. Alors :
(x — a) divise P(x) < P(a) = 0.

(C'est une équivalence : le théoréme direct — «si P(a) = 0 alors (x —a) divise
P» — et sa réciproque sont tous deux vrais.)

Remarque 3.1. Parcontraposition: (x—a) ne divise pas P(x) si et seulement si P(a) # 0.

C'est souvent ainsi qu’on élimine rapidement des candidats racines, sans effectuer
aucune division.

Exemple3.3. P(x)=x3—-6x*+11x—6.P(1)=1—-6+11—6 = 0:donc (x — 1) divise P.

Division : P(x) = (x = 1)(x? = 5x 4+ 6) = (x — 1)(x — 2)(x — 3).

Proposition 3.6 — zéros entiers d’un polynéme a coefficients entiers.

Soit P(x) = a,x" + --- + a;x + ay un polynéme a coefficients entiers, avec
a, # 0.Sicest un zéro entier non nul de P, alors c est un diviseur de a,.

Remarque 3.2. On utilise en pratique la contraposée : si ¢ n'est pas un diviseur de
ag, alors ¢ ne peut pas étre un zéro entier de P. Cela réduit fortement le nombre de
candidats a tester.

Exemple 3.4. Factoriser P(x) = x> + 2x2 — 5x — 6.
Zéros entiers possibles : diviseurs de —6, soit +1, £2, +3, +6.
P1)=142-5-6=-8#0;P(-1)=-14+2+5—6=0:—1estun zéro.
P(2)=8+8—-10—6 =0:2est unzéro. P(3) = 27+ 18 — 15— 6 = 24 # 0. P(=2) =
—-8+8+10—6=4#0.P(—3)=—-27+18+15—6 = 0: -3 est un zéro.
P est de degré 3, on a trouvé 3 zéros : c'est fini. P(x) = (x + 1)(x — 2)(x + 3).

Zéros rationnels. Soit P(x) = a,x" + --- + a;x + a, a coefficients entiers. Si
% (fraction irréductible) est un zéro rationnel non nul de P, alors :

- cdivise agp;

- d divise ay,.
Ce théoreme (comme celui sur les zéros entiers, dont il est une générali-
sation) ne dit rien sur d'éventuels zéros irrationnels.

Exemple. h(x) = 4x* — 4x3 + x*> — 4x — 3. Diviseurs de ay = —3: £1, £3; divi-
seursde ay, = 4: £1,%2,+4. Candidats rationnels: £1, £3, i%, i%,ii i%.
On vérifie h(%) =0et h(—%) = 0; division par (x — 2)(x + %) =x>—x— Z

donne h(x) = (2x — 3)(2x + 1)(x? + 1) (avec x? + 1 irréductible sur R).
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CHAPITRE 3. FONCTIONS POLYNOMIALES

3.4 Factorisation et signe sur R

Proposition 3.7 — factorisation compléte.

Tout polyndme a coefficients réels se factorise sur R en un produit de
facteurs linéaires (x — a) et de trindmes irréductibles (x? + bx + ¢) avec
A<O.

Multiplicité des racines. Si (x — a)* divise P mais pas (x — a)**1, on dit
que a est une racine de multiplicité k. Géométriquement : la courbe est
tangente a I'axe des x en a si k > 2 (elle ne le traverse pas si k est pair, elle
le traverse si k est impair — méme a partir de k = 3).

Exemple. P(x) = (x — 1)*(x + 2) : racine double en 1 (tangence), racine
simple en =2 (traversée).

Exemple 3.5. Etudier le signe et esquisser f(x) = (x + 1)(x — 2)*(x — 3).
Zéros : —1 (simple), 2 (double), 3 (simple).

x | -1 2 3
fGO]- 0 + 0 + 0 —

(En 2, multiplicité paire : f ne change pas de signe. En —1 et 3, multiplicité impaire :
f change de signe.)

Avec f(0) =1-4-(=3) = —12et f(4) = 5-4-1 = 20 comme points supplémentaires, on
peut esquisser la courbe : elle vient de —oo, traverse en —1, reste positive jusqu’a toucher
I'axe en 2 (tangence) sans le traverser, redevient positive un instant, puis traverse en 3
vers —oo.

3.5 Inéquations de degré supérieur a un

Définition 3.8 — inéquation de degré > 1.

Une inéquation de degré supérieur a un est une inéguation équivalente a
P(x) < 0,P(x) > 0,P(x) <0ou P(x) > 0,0u P(x) est un polyndbme de degré
> 2.

Proposition 3.9 — méthode de résolution.

1. Ramener l'inéquation a la forme «expression 2 0» (tout d'un coté).
2. Factoriser complétement I'expression.
3. Construire un tableau de signes et conclure.
(Un produit se préte a la régle des signes; une somme non factorisée ne le
permet pas.)

Exemple 3.6. Résoudre (x + 1)(x — 2)(x — 4) > 0 (déja factorisée).
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x -1 2 4
x+1 |— 0 + + + + +
x=2 |— — — 0 + + +
x—4 |- - — — — 0 +
produit|— 0 + 0 — 0 +

S=]1-12[ U ]4,+o[.

Exemple 3.7. Résoudre 3x2 +2x > 5.
3x242x—=5>0 < (x—1)(3x+5) > 0 (racines 1 et —2, produit a =3 > 0: positif a
I'extérieur des racines).
5
S = ]—oo,—g[ U |1, +oof.

Remarque 3.3. SiA < 0 pour un trindbme du second degré ax? + bx + ¢, ce trindbme
garde un signe constant (celui de a) sur tout R : aucune racine ne vient «casser» le
signe. Par exemple, x> —4x+5aA=16—-20=-4<0eta=1>0,doncx?—4x+5>0
pour tout x € R.

3.6 Valeur absolue

Définition 3.10 — valeur absolue.

La valeur absolue d'un réel x est :

b six>0
x| = .
—X sSix<O0

Géomeétriguement, |x| est la distance de x a 0.

Exemple 3.8. Résoudre |3 —2x| = 4.
Cas1:3—-2x>0(soitx < z):3—2x=4 = x= —é (compatible avec x < %).

Cas2:3—2x <0 (soit x > Z) —3-2x)=4 < x= % (compatible avec x > %).
1 7

s={-33}

Proposition 3.11 — inéquations avec valeur absolue.

Soient a une expression réelleetb > 0:
-lal<b < —-b<a<b
-la]>b < a<—-boua>b

Exemple 3.9. Résoudre |[3x —2| < 5.
—5<3x-2<5 &> —3<3x<7 & —l1<x< 1

s=|-11]

Exemple 3.10. Résoudre |2x + 1| > 7.
2x+1<-70u2x+12>27 < x<—4oux2=>3.
S =]-00,—4]U[3,+00].
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CHAPITRE 3. FONCTIONS POLYNOMIALES

3.7 Exercices

Exercice 3.1. Effectuer les divisions euclidiennes :
a) x>+2x2—5x—6par(x+1)

b) 2x3 —x?+3x — 1 par (x> +1)

Exercice 3.2. Factoriser complétement:
a) P(x) = x*> — 7x + 6 sachant que 1 est racine

b) Q(x) =x*—-5x%+4

Exercice 3.3. Etudier le signe de P(x) = (x + 2)(x — 1)(x — 3).

Exercice 3.4. Trouver un polynéme de degré 3, coefficient dominant 2, avec
racines —1, 0 et 3.

Exercice 3.5. Sans effectuer la division, trouver le reste de la division de P(x) =
x100 — 3x30 4 2 par (x — 1).

Exercice 3.6. Factoriser complétement P(x) = x> — 2x? — 5x + 6 a l'aide du
théoreme sur les zéros entiers.

Exercice 3.7. Enoncer la réciproque et la contraposée du théoréme du reste
nul («si P(a) = 0 alors (x — a) divise P(x)»). Sont-elles vraies?

Exercice 3.8. Pour f(x) = (x +3)(x — 1)3(x —4)*:
a) Donner les zéros de f et leur multiplicité.

b) Pour chaque zéro, préciser si la courbe traverse I'axe Ox ou y est seulement
tangente.

Exercice3.9. Une fonction polynomiale f a un unique zéroen —1 (simple) et un
zéro en 2 (multiplicité 2), et sa courbe passe par (0, —8). Déterminer I'expression
algébrique de f de plus petit degré possible.

Exercice 3.10. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les limites
en—ocoeten 4o

a) f(x)=3x*-x+1
b) g(x) = —2x° + 7x?

c) h(x) =—x>+4x—1
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Exercice 3.11. Trouver toutes les racines rationnelles de h(x) = 2x3—3x?—
11x + 6, puis factoriser completement.

Exercice 3.12. Démontrer le théoréme sur les zéros entiers : si P(x) =
a,x" + .-+ + a;x + ag est a coefficients entiers et c est un zéro entier non
nul de P, alors ¢ divise ay.

Exercice 3.13. Résoudre (x + 1)(x —2)(x —4) > 0.
Exercice 3.14. Résoudre 3x% + 2x > 5.

Exercice 3.15. Résoudre x? —4x + 5> 0.
Exercice 3.16. Résoudre (x> +1)(x —3) < 0.

Exercice 3.17. Un objet est lancé verticalement; sa hauteur (en meétres) apres
t secondes est donnée par h(t) = —5t% 4+ 20t. Pour quelles valeurs de t 'objet
est-il a plus de 15 m de hauteur?

Exercice 3.18. Résoudre [2x — 3| =7.
Exercice 3.19. Résoudre |[x+1| =3x—1.
Exercice 3.20. Résoudre |3x — 2| < 5.

Exercice 3.21. Résoudre [2x + 1| > 7.

Exercice 3.22. Démontrer que pourb>0:|a|<b < —-b<a<b.
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3.8 Résumé du chapitre

Division euclidienne
-A=B-Q+ RavecdegR < degB
- Reste de P divisé par (x —a):R = P(a)

Théoréme du diviseur
- (x — a) divise P(x) < P(a) = 0 (équivalence : théoréme direct et réci-
progue tous deux vrais)
- Zéros entiers possibles (coefficients entiers) : diviseurs de q
- . C .. ..
- MA2 — zéros rationnels Jic divise ay, d divise q,,

Factorisation et signe
- Trouver une racine q, diviser par (x — a), recommencer
- Facteurs irréductibles sur R : linéaires ou trinbmes A < 0
- Multiplicité impaire : la courbe traverse 'axe; multiplicité paire : tangence
sans traversée

Inéquations de degré > 1
- Ramener a 0, factoriser, tableau de signes
- Trinbme a A < 0:signe constant (celui de a) sur R

Valeur absolue
- la|<b < —-b<a<b (pourb>0)
-la|>b < a<—-boua>b (pourb>D0)
- Equation/inéquation avec valeur absolue : disjonction de cas selon le sighe
de I'expression intérieure
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3.9 QCM — Fonctions polynomiales

Une seule réponse correcte par question.

1. Le reste de la division de P(x) = x> — 2x + 1 par (x — 1) est :

a

0 O
= o

)
)
)
)

o
N
)

2. x = 2 est racine de P(x) = x> — 8. Alors:

a) (x + 2)divise P
b) (x —2) divise P
c) P2)=1

d) (x?> —4)divise P

3. Lepolyndbme P(x)=x*+1a:

a) 4 racines réelles

b) 2 racines réelles

c) 1racine réelle

d) Aucune racine réelle

4, (x—1)(x+2)*>sannuleen:

a) x = 1seulement
b) x = -2 seulement
c) x=letx=-2
d x=—-letx =
5. Pour x = +o00, P(x) = —3x° + x*> — 1 tend vers :
a) +oo
b) —
c) -1
d) 0

6. Le quotient de x> — 1 par (x — 1) est :

a) x*+x+1
) x> —x+1
) x> +1
) x2 -1

O n T

7. Un polyndme de degré 3 peut avoir :
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10.

1.

12.

13.

14.

0 ou 2 racines réelles

1 ou 3 racines réelles
Exactement 3 racines réelles
Au plus 2 racines réelles

. P(x) = (x = 1)*(x 4+ 3) change de signe en:

a) x=1letx=-3

b) x = —3 seulement
c) x =1 seulement
d) Nienlnien-3

Le théoréme du diviseur affirme que (x — a) divise P(x) si et seulement si:

a) P(x)=0
b) P(a)=0
c)a=0
d x=a

Pour un polynéme a coefficients entiers, un zéro entier non nul doit étre :

un diviseur du coefficient dominant
un diviseur du terme constant

un multiple du degré

toujours positif

a
b
c
d

—_— — =

Le nombre 4 peut-il &tre un zéro entier de x3 — 2x? — 5x + 6 (terme constant
6)?

a
b
c
d

QOui, car 4 divise 6

Non, car 4 ne divise pas 6
Oui,car4 <6

Impossible a savoir sans calculer

—_— — =

Pour f(x) = (x + 1)(x — 2)*(x —4), la courbe en x = 2

a) traverse l'axe Ox

b) est tangente a lI'axe Ox
c) ne touche pas I'axe Ox
d) admet une asymptote

Le trindbme x2 —4x + 5surR:

Q

change de signe deux fois
est toujours positif

est toujours négatif
s'annule une fois

O n T

)
)
)
)

L'ensemble des solutions de (x + 1)(x — 2)(x —4) > O est :

54



a) |-1,2[ U J4,4+0o0]
b) ]—o0,—1[ U ]2,4[
c) [-1,2]U[4,+oo]
d) ]-1,4[

15. Pour b > 0, |a| < b équivaut a:

) a<b

b) -b<a<b

c) a<-boua>hb
d) a==+b

16. L'ensemble des solutions de |2x + 1| > 7 est :

a

[—4.3]

)
b) |-4 [

¢) |00, —4] U [3, +oo]
d) ]—o0 4[ U ]3,4+o0]

17. Un polyndme de degré 5 a coefficient dominant négatif tend vers +o00 quand

X tend vers:

Q

+00

)
) —o0
)
)

O

les deux
ni 'un ni l'autre

O 0

Réponses:l-a 2-b 3-d 4-c
14-a 15-b 16-¢c 17-b

3.10 Corrigés

Solution 3.1.

a) P(-1)
(x+ )(x+3)(x—2).

5b 6-a 7-b 8b 9-b 10-b 1-b 12-b 13-b

=—14+2+5-6=0:restenul. x> +2x>—=5x—6 = (x+ 1)(x>+x—6) =

b) 2x3 —x?+3x—1=(x*>+1)(2x — 1) + (x). Reste : x.

Solution 3.2.

) P(X) =(x=1)(x*+x—6) =
b) Q(x) = (x*-1)(x*-4) =

(x—=1)(x —2)(x + 3).
(x =D+ 1)(x—2)(x+2).
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Solution 3.3.

Racines: —2 (simple), 1 (double), 3 (simple). Tableau de signes: P < 0sur (—oo, —2),
P > 0sur(=2,1),P > 0sur (1,3), P < 0sur (3,+00). (La racine double en 1 ne
change pas le signe.)

Solution 3.4.

P(x) = 2x(x + 1)(x — 3) = 2(x3 — 2x? — 3x) = 2x> — 4x? — 6x.

Solution 3.5.
Par le théoreme dureste:R=P(1) =1—-3+ 2 = 0. Donc (x — 1) divise P.

Solution 3.6.

Diviseurs de 6 : +1, +2, +3, 6.

Pl)=1-2-5+6=0:1estunzéro.P(-2) = -8—-8+10+6 =0:—-2estun
zéro.P(3) =27—18—-154+ 6 = 0: 3 est un zéro.

P est de degré 3, on a 3 zéros : c’'est complet. P(x) = (x — 1)(x + 2)(x — 3).
Solution 3.7.

Réciproque : «si (x — a) divise P(x), alors P(a) = 0» — vraie (c'est justement
I'équivalence du théoréme du diviseur).

Contraposée du théoreme initial : «si (x — a) ne divise pas P(x), alors P(a) # 0»
— vraie (toute contraposée d'un théoréme vrai est vraie).

Solution 3.8.

a) —3 (multiplicité 1), 1 (multiplicité 3), 4 (multiplicite 2).

b) En —3 et 1: multiplicité impaire, la courbe traverse I'axe. En 4 : multiplicité
paire, la courbe est tangente a I'axe sans le traverser.

Solution 3.9.

f(x) =a(x+1)(x—2)% Avec f(0)=—-8:a-1-4=-8 < a=—-2.
f(x) = =2(x + 1)(x — 2)%

Solution 3.10.

a) Degré 4 pair,ay =3 > 0: f — 400 des deux cotés.

b) Degré5impair,as =—-2<0:g = +00en —co, g = —oo en +oo.
c) Degré 2 pair,a, = -1 <0:h — —oo des deux cotés.
Solution 3.11.

Diviseursde ag = 6 : £1, £2, £3, £6. Diviseurs de a; = 2: £1, £2. Candidats
rationnels: +1,+2, +3, +6, i%, i%.

h(3) =54—-27—-33+6=0:3estun zéro.

Division par (x —3) : h(x) = (x — 3)(2x2 + 3x — 2).

2x? 4+ 3x — 2 = 0 a pour racines let—2 (Viete ou formule).

h(x) = (x—=3)2x —1)(x + 2).

56



Solution 3.12.
P(c)=0 < a,c*+a,_ 1" '+ - +ac+ay=0.

Isolons ag : ag = —c(a,c"™! + a,_1 "2 + -+ ay).

Le facteur entre parenthéses est un entier (somme de produits d'entiers),
donc aq s'écrit comme ¢ multiplié par un entier : ¢ divise a. U
Solution 3.13.

Zéros: —1, 2,4 (tous simples).

x | -1 2 4
produit|— 0 + 0 — 0

S=]-1,2[ U ]4,+o0].

Solution 3.14.

3x24+2x—=5>0 < (x—1Bx+5)>0.

Racines:1et —g; a = 3> 0: positif a I'extérieur.

5
5= |~o0.=[ U TL +ool.
Solution 3.15.

A=16—-20=—-4<0eta=1>0:Iletrinbme est toujours strictement positif.
S=R.

Solution 3.16.

x% +1 > 0 pour tout x (jamais nul, toujours positif) : le signe du produit est donc
celui de (x — 3).

(x—3)<0 & x<3.

S = ]—o0,3].

Solution 3.17.

—5t2 4+ 20t > 15 < —5t2+20t — 15> 0.

Diviser par —5 (changer le sens de I'inégalité) : 12 —4t+3 < 0 < (t—1)(t—3) < 0.

S =]1,3[ :entre 1 et 3 secondes.

Solution 3.18.

Cas1:2x—3>0:2x—3=7 < x =5 (compatible).
Cas2:2x—3<0:—(2x—3)=7 < x = -2 (compatible).

S ={-2,5}

Solution 3.19.

Casl:x+1>0(soitx>—-1):x+1=3x—1 < x =1 (compatibleavec x > —1;
on vérifieaussi3-1—1 =2 > 0, nécessaire car une valeur absolue est > 0).
Cas2:x+1<0(soitx<—1):—(x+1)=3x—1 < x =0, mais 0 ne vérifie pas
Xx < —1:solution rejetée.

S ={1}.

Solution 3.20.

—5<3x—2<5 & —3<3x<7 < —1<x<§.

s=|1, %[
Solution 3.21.

2x+1<-T70u2x+1>7 < x<—-4o0ux>3.
S =]—00,—4] U [3,+00].
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Solution 3.22.

Casa>0:lal| =a,donclal| <b < a<b.Commea>0>—b(carb > 0),
la condition —b < a est automatiquement vraie:doncla| < b < —-b<
a < b dans ce cas.

Casa<0:lal = —adonclal <b << —-a<b < a>-b. Comme
a < 0 < b, la condition a < b est automatiquement vraie : donc |a| <
b < —b < a < bdanscecasaussi.

Dans les deux cas, I'équivalence est établie. U
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Chapitre 4
Fonctions rationnelles

L'asymptote est une idée étrange : une droite
qu’une courbe approche indéfiniment sans ja-
mais la toucher. Le mot vient du grec asump-
totos — “qui ne tombe pas ensemble ”.

Les Grecs connaissaient déja I'hyperbole et ses
asymptotes. Mais c'est avec l'analyse moderne
qu’on comprend pourquoi : une fonction ra-
tionnelle, quand son dénominateur s‘annule,
explose vers l'infini.

Quand x part a I'infini, elle s‘approche d’'une
droite. L'infini, en mathématiques, a plusieurs
vitesses.!

4.1 Fractions rationnelles

Définition 4.1 — fraction rationnelle.

Une fraction rationnelle est une fraction dont le numérateur et le dénomi-
nateur sont des polynémes. Son domaine de définition exclut les valeurs
qui annulent le dénominateur.

Proposition 4.2 — ensemble des zéros.

. . . n(x .
Pour une fraction (ou fonction) rationnelle f(x) = %, X estun zérode f

si et seulement sin(x) = 0 et d(x) # 0.

—x—6 -3 2
xfz = (x x?£x2+ ).Df = R\ {-2}. Le numérateur s'an-

2
Exemple 4.1. f(x) =

'Les faits : bien établi. Etymologie grecque confirmée (asumptétos, “qui ne coincide pas”);
les Grecs (notamment Apollonius de Perga, dans son traité sur les coniques) connaissaient déja
I'hyperbole et ses asymptotes.
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CHAPITRE 4. FONCTIONS RATIONNELLES

nule en x = 3 et x = —2, mais —2 & Dy :donc Z; = {3} seulement.

Remarque 4.1. [simplification — attention au domaine] Simplifier une fraction ra-
tionnelle par un facteur commun ne change pas le domaine implicitement : il faut
conserver |'exclusion d'origine.

(x—=3)(x+5)
(x2+1)(x+5)

TN X —
Apres simplification, g(x) = i1
alorsque f(—5) n'existe pas! Les fonctions f et g ne sont donc pas identiques, seulement

égales sur Dy.

Exemple. f(x) = a pour domaine R \ {—5} (a cause du facteur x + 5).

. . 4 .
a pour domaine R tout entier — g(-5) = -5 existe,

Proposition 4.3 — opérations sur les fractions rationnelles.

Les opérations (addition, soustraction, multiplication, division) suivent les
mémes regles que pour les nombres rationnels : dénominateur commun
pour additionner/soustraire, produit des numérateurs et des dénomina-
teurs pour multiplier, multiplication par 'inverse pour diviser.

+ 3
x—1 x+2

Exemple 4.2. Additionner (D=R\{1,-2}):

2(x +2) 3(x—1)  2x+4+3x—-3 5x+1
x—-Dx+2) (x-Dx+2) -Dx+2 (x—1Dx+2)

x+1  x-3

x—3  2x

Exemple 4.3. Diviser (D=R\{0,3}):

x+1 2x  2x(x+1)
x—3 x-3 (x=3)2"

4.2 Equations rationnelles

Définition 4.4 — équation rationnelle.

Une équation rationnelle est une équation comportant des fractions ra-
tionnelles.

Proposition 4.5 — méthode de résolution.

1. Déterminer le domaine de I'équation (exclure les valeurs annulant
un dénominateur).

2. Amener tous les termes d'un méme cété et réduire au méme déno-
minateur, pour obtenir une unique fraction = 0.

3. Un quotient est nul si et seulement si son numeérateur est nul (et le
dénominateur non nul) : résoudre n(x) = 0.

4. Rejeter toute solution qui n'appartient pas au domaine.

1 1 2
Exemple 4.4. Ré& d = .
xemp ésou rex_1+x+1 21
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D =R\ {-1,1}
x+1D+(x-1) 2 2x 2
= P——3 =
(x—=1D(x+1) x2 -1 x2—-1 x2-1
Mais 1 & D : la solution est rejetée. S = @.

— 2x=2 < x=1.

4.3 Définition et domaine des fonctions rationnelles

Définition 4.6 — fonction rationnelle.

Une fonction rationnelle est un quotient de polynémes:

)
Q)

définie pour Q(x) # 0. Son domaine est Dy = R\ {x | Q(x) = 0}.

f)

4.4 Asymptotes

Définition 4.7 — asymptote verticale.

La droite x = a est une asymptote verticale de f si |f(x)] — +oc0 quand
X — a. Cela se produit quand Q(a) = 0 et P(a) # 0.

Définition 4.8 — asymptote horizontale.

La droite y = L est une asymptote horizontale si f(x) - L quand x — *co.
- degP < degQ:asymptotey =0
- degP = degQ : asymptote y = Z—” (rapport des coefficients domi-

nants)
- deg P > deg Q : pas d'asymptote horizontale

Définition 4.9 — asymptote oblique.
SidegP = degQ + 1, la division euclidienne donne :

_ R(x)
f(x)—ax+b+®,

et y = ax + b est une asymptote oblique.

Exemple 45. f(x)=
Asymptote oblique:y = x + 1.

x2+1 2 .
1 Division: f(x) = x+1+ ﬁ.Asymptote verticale:x = 1.
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4.5 Fonctions homographiques

Définition 4.10 — fonction homographique.

Une fonction homographique est une fonction rationnelle particuliere de
la forme: b
ax +
X) = ,

F&) cx+d
(La condition ad — bc # 0 garantit que f n'est pas simplifiable en une
fonction constante.)

c#0, ad—bc#0.

Proposition 4.11 — caractéristiques d’'une fonction homographique.

ax+b
Pour f(x) = cx+d:
d

b) , .
- Zs ={_E}(SI a#0)
- asymptote verticale: x = _%

. a
- asymptote horizontale:y = =

Exemple 4.6. f(x) = 3;_'__26 1Dy = R\ {=2}, Zy = {2}, asymptote verticale x = -2,
asymptote horizontale y = 3.

Centre de symétrie. Le graphe d'une fonction homographique f(x) =
ax+b

cx+d

admet pour centre de symétrie le point d'intersection de ses deux

asymptotes I—(—é E)
ymp L= - c)

[ d, . . <o
Idée de preuve. En posant u = x + — (distance horizontale a I'asymptote
c

. a k :
verticale), on montre que f(x) — - = -, Pour une constante k : c’est une
C

fonction impaire de u, donc symétrique par rapport a l'origine du repére
(u,v) centréen I

4.6 Etude compléte

Pour étudier une fonction rationnelle :

1. Domaine de définition

2. Asymptotes (verticales, horizontale ou oblique)

3. Signe du numérateur et du dénominateur
4. Tableau de variations (dérivée — au chapitre suivant)
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5. Graphe
2x -3
x+1°

Exemple 4.7. f(x) =
- Dy =R\ {1}
- AV:x=-1;AH:y =2 (degrés égaux, % =2)
- Zéro:x = 3
2
Remarque 4.2. Dans un tableau de signes d’'une fonction rationnelle, la valeur qui
annule le dénominateur n'appartient pas au domaine : on l'indique par une case

«hachurée» (ou «||»), et la fonction peut changer de signe a cet endroit, tout comme a
un zéro simple.

4.7 Inéqgquations rationnelles

Définition 4.12 — inéquation rationnelle.

Une inéquation rationnelle est une inéquation équivalente a f(x) < 0,
f(x) >0, f(x) <0ou f(x) >0,ou f(x) est une fraction rationnelle.

Proposition 4.13 — méthode de résolution.

On améne tous les termes d'un méme coté, on réduit en une seule fraction
(numérateur et dénominateur factorisés), puis on construit un tableau de
signes — jamais on ne multiplie les deux membres par le dénominateur
sans en étudier le signe au préalable.

Exemple 4.8. Résoudrelz 2x‘
X  x+1
D =R\ {-1,0}.
) —(O¥2 — v — _ _
1 2x ZOi:P(x-l_l) 2x >0 e (2x* —x 1)20@ 2x+1(x-1)
x x+1 x(x+1) x(x+1) x(x+1)
0 < (2x+1)(x—1)s0.
x(x+1)

Tableau de signes (zéros —%, 1; pbles —1,0): S = ]—1,—%] U 0, 1].

Décomposition en éléments simples. Toute fraction rationnelle avec
deg P < deg Q se décompose en somme de fractions simples du type :

A oL Bx+C
(x —a)* (2 + px + @k

_ 1 12 12
x2—1 (x—=1D(x+1) x-1 x+1

Exemple.
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4.8 Exercices

Exercice 4.1. Déterminer le domaine et les asymptotes de :

a) f(x) =

b) g(x) =

c) h(x) =

(x—=1)(x+3)

Exercice 4.2. Etudier le signe de f(x) = o

Exercice 4.3. Résoudre:

x+1
=3
xX—2

a)

X
x+1

b) +%=2 (x #0,-1)

. : 2x%—3x+1 :
Exercice 4.4. Trouver 'asymptote oblique de f(x) = xx—xz-l- et la distance

du point (3, f(3)) a cette asymptote.

. 3 2
Exercice 4.5. Résoudre X+ <2

(x=3)(x+5) x—3

Exercice 4.6. Soit f(x) = T 8 =57

a) Donner le domaine de f et celuide g.
b) Calculer g(—5). La fonction f(—5) existe-t-elle?
c) f et gsont-elles identiques?

+ 3 (donner le domaine).

Exercice 4.7. Calculer
x—1 x+2

Exercice 4.8. Effectuer, en donnant le domaine:

a)x+1 x—3
x—3 2x
x+1 x-3

b -

)x—3 2X
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. j 1 1 2
Exercice 4.9. Résoudre + = .
x—1 x+1 x2-1

Exercice 4.10. Résoudre x+2 = X= 1.
x—3 x+3

. . 3
Exercice 4.11. Soit f(x) = X

et I'asymptote horizontale, a I'aide des formules pour une fonction homogra-
phigue.

> Déterminer Df, Zf, I'asymptote verticale

Exercice 4.12. Déterminer une fonction homographique f telle que x = 3 soit
une asymptote verticale, y = 2 une asymptote horizontale, et f(0) = —4.

(x—1D(x+2)

Exercice 4.13. Soit f(X) = m

a) Donner Dy, Z¢ et les asymptotes verticales.

b) Construire le tableau de signes de f.

Exercice 4.14. Résoudre x—2 > 0.
x+1
. j 1 1
Exercice 4.15. Résoudre — > ——.
X Xx+2

Exercice 4.16. Deux résistances électriques montées en paralléle, I'une valant

. . x(x+1
x kQ, 'autre x + 1 kQ, ont pour résistance équivalente R = 2(x—-—||:1) Pour quelles
valeursde x > 0 a-t-on R < 0,4 kQ?
ax+b

Exercice 4.17. Démontrer que le graphe de f(x) = = (fonction

+d
homographique) admet pour centre de symétrie le point d'intersection

d a
de ses asymptotes, I = — 2/

3x—6

Exercice 4.18. Reprendre f(x) = > de l'exercice 4.11 (centre de

symétrie I = (=2,3) d'apres la formule). Vérifier numériguement que
f(=1)+ f(=3) = 2- 3 (propriété caractéristique d'un centre de symétrie: |a
moyenne des images de deux points symétriques par rapport a —2 vaut
'ordonnée de I).
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2.1

X

Exercice 4.19. Simplifier h(x) = et déterminer son domaine et son (ses)

1

14 =
X
zéro(s).
. . x> -9 x+3
Exercice 4.20. Soit f(X) = m et g(X) = x—+2

a) Simplifier f(x) et vérifier qu'on retrouve g(x).
b) Donner Dy et D,. f et g sont-elles la méme fonction?

c) Calculer g(3). Que dire de f(3)?
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4.9 Résumé du chapitre

Fractions rationnelles
- Zérode f = g:n(x):Oetd(x)géO
- Opérations : mémes regles que pour les nombres rationnels
- Simplification : le domaine d'origine doit étre conservé (une fonction
simplifiée peut avoir un domaine plus grand — ce n'est alors plus la méme
fonction)

Equations rationnelles
- Déterminer le domaine, réduire a une fraction = 0, résoudre le numérateur,
rejeter les solutions hors domaine

Asymptotes

- Verticalex =a:Q(a) =0,P(a) #0

- Horizontale : deg P < deg Q — limite a I'infini

- Oblique : deg P = deg Q + 1 — quotient de la division euclidienne
(c#0,ad —bc #0):

Fonctions homographiques f(x) = ax+b

d cx+d b
- AVix =—- AH:y:g Zéro:x = ——
C C a
- MA2: centre de symétrie du graphe = intersection des asymptotes

Etude du signe
- Factoriser Pet Q
- Tableau de signes : zéros de P et pbles de Q (case hachurée, exclue du
domaine)
. Le sighe change aux zéros/pdles simples, pas aux zéros doubles

Inéquations rationnelles
. Alx . . T . . . .
- Ramener a % < 0,jamais multiplier par le dénominateur sans étudier
X

son sighe
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410 QCM — Fonctions rationnelles

Une seule réponse correcte par question.

1. L'asymptote horizontale de f(x) =

3. fo)=

admet:
1

a) Une asymptote horizontale y =0
b) Une asymptote obliquey =x—1
c) Une asymptote obliquey =x+1
d) Aucune asymptote

. . 2 .
4, |'éguation p = 1 a pour solution:

+1
a) x=1
b) x =2
C) x=3
d) x=-—

-3
5. f(x )— 2est positive pour :

a xe(—2,3)

)
b) x € (—o0,—2) U (3,+00)
c) x € (—00,3)
d) x € (3,+)

6. SidegP < degQ,alors f = P/Q admet:

a) Une asymptote oblique

b) L'asymptote horizontaley =0

c) Aucune asymptote

d) Une asymptote verticaleen x =0
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CHAPITRE 4. FONCTIONS RATIONNELLES

1
7. La solution de X+ <0Qest:

a) [-1,1]
b) (-1,1)
c) [-1,1)
d) (—oco0,—1]U[1,+00)
1
8. f(x)= pop admet:
a) UneAvenx=1
b) Une AHen y =0 et aucune AV
c) UneAHeny=1
d) Deux AVenx = =1
9. Pour f(x) = E 3 X estun zérode fsi:
a) n(x)=0
b) d(x) =
c) n(x)=0etd(x)#0
d) n(x) =d(x)
(x=3)(x+5) x—3

10. Soient f(x) = etg(x) =

(x2+1)(x+5) 1
a) f = gpartout
b) f=gsaufenx=-5
c) f=gsaufenx =3
d) fetgn'ontrienencommun
11. L'équation 1 + 1 __2 a pour ensemble de solutions:
- -84 x—1 " x+1 xw-1°P '
a) {1}
b) {-1,1}
c) @
d) R
ax+b . , .
12. Pour f(x) = T d homographique, I'asymptote verticale est :

b
a) x=—-

d
b) x =—-

C

a
c) x=-
a

d) y=+

13. Pour la méme fonction, 'asymptote horizontale est :
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14.

15.

16.

17.

18.

Le centre de symétrie du graphe d'une fonction homographique est:

a) toujours l'origine

b) le point d'intersection des asymptotes
c) le sommet de la courbe

d) iln'y ena pas

Dans un tableau de signes d'une fonction rationnelle, une valeur qui annule
le dénominateur:

a) donne toujours f =0

b) est exclue du domaine (case hachurée)
c) donne toujours f >0

d) n'apparait jamais dans le tableau

La solution de — > est:

X+ 2

Pour simplifier une fraction rationnelle correctement, il faut :

a
b
c
d

ignorer le domaine

toujours multiplier par le dénominateur
conserver les restrictions du domaine d'origine
changer le domaineen R

)
)
)
)

Une fonction homographique f(x) = ?;C +b vérifie toujours :

+d
a) ad—bc=0
b) ad —bc #0
Cc)a=c
d) b=d

Réponses:1-c 2-¢c 3-b 4a 5b 6-b 7¢c 8b 9c 10-b T-c 12-b 13-a
14-b 15-b l16-b 17-c 18-b
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CHAPITRE 4. FONCTIONS RATIONNELLES

4.11 Corrigés

Solution 4.1.

a) Dy =R\ {4};AV:x=4;AH:y =0.
b) Dy =R\ {-2,2};AV:x=+2;AH:y =1.
c) Dh:[R\{Z};Av:xzz;Division:h(x):x+3+é;A0:y:x+3'

Solution 4.2.

Zéros:x =1,x = —3; pble:x = 2. Tableau de signes : f < 0 sur (—oco0,—=3), f >0
sur (=3,1), f < 0sur(1,2), f > 0sur (2,+).

Solution 4.3.

a) x+1=3(x—2):ax+1=3x—6=>x=g.

X2 4+(x+1)

=2=>x24x+1=2x24+2x=>x*4+x-1=0;x=
x(x+1)

—1+4/5
—

Solution 4.4.
Division'2x2—3x+1=(x—2)(2x+1)+3.f(x)=2x+1+é;AO:y=2x+1.

f@3) = 8291 — 10. Distance de (3,10)ay=2x+1(e2x—y+1=0):d =
l6—10+1] i EYE
Vs A5 s
Solution 4.5.
x—+2—2<0=> xr220el) g XM . ? <0.Z6r0:x = 4; pdle:x = 1. x+14 < 0 pour
X= x—

x-1
x E (—00,1) U [4, +00).

Solution 4.6.

2}« = R\ {5} (facteur x + 5 au dénominateur); D, = R (jamais nul, car
+12>1).

-8 4 .
) g(=5) = == f(=5) n'existe pas.

c) Non:elles ont des domaines differents. f = g uniquement sur Dy.

Solution 4.7.

D=R\{1,-2}.

2x+2)+3(x—-1) 5x+1
(x-Dx+2)  (x=Dx+2)
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Solution 4.8.
D =R\ {0,3}.

(x+1D(x-3) x+1

a = sur D; attention, cette simplification élimine appa-
) =30 x| P PP
remment la restriction en 3, mais elle doit étre conservée car elle vient du
domaine d'origine).
o) x+1 2x  2x(x+1)
x—3 x-3 (x=3)2"
Solution 4.9.
D=R\{-1,1}
2Xx 2

= — 2x=2 < x=1.
x2—-1 x2-1 o
Mais 1 & D : solution rejetée. S = @.
Solution 4.10.
D=R\{3,-3}
(x4+2)(x4+3) = (x=1)(x=3) < x*4+5x+6 = x*—4x+3 < 9x=-3 < x = —%.
1 . _ _l
—s€eD:S= { 3}.
Solution 4.11.
a=3,b=—-6,c=1,d =2.
Dy =R\ {-2} 7 = {2} = 2};

)}

AV:x=—2;AH:y=3%=3.
Solution 4.12.
Forme: f(x) = Z;Cij (le2assurelAHy =2,le =3 'AV x = 3).
f(0)=_£3=—4 = b=12
2x + 12
fo)= =25
Solution 4.13.

a) Dy =R\ {3,-1};Z; ={1,-2};AV:x =3etx = —1.

b) Zéros et pbles, dans l'ordre : —2,—-1,1, 3.

x | -2 -1 1 3

fO+ 0 — 1 -0+ I +
Solution 4.14.
Zéro:.x =2;pble:x = —1 (exclu du domaine).
S =]—o00,—1[ U [2,4+00][.
Solution 4.15.
D =R\ {0,-2}.
1_x-1+2>0 = %>0 PR x(++2)>0 = x(x+2)>0.

x
S =]-00,—2[ U |0, +o0].
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Solution 4.16.

x(x+1) 2 x2+x_g<0 5x2 4 5x —2(2x+1) 0 e
2x+1 5 2x+1 5 52x+1)

5x24+x—2

— =<0

52x +1)

Pour x > 0, 2x + 1 > 0 toujours, donc il suffit d’étudier 5x% + x — 2 < 0. Racines:

—1++/14+40 —1++/41
= 10 “ T 10

. . —-1++v/41
La racine positive est x5 = +— ~ 0,54.

10
_IJ{—O V‘“[ (en kQ).

Pourx>0:S=lO,

Solution 4.17.

Calculons f(x) — % :

fay-Go&tb_a_cax+b)—alex+d)  be—ad
c ex+d ¢ clex + d) ECET)
Posons k = ———— (constante non nulle car ad — bc # 0) et u = x + % (de

sortequecx +d =cu):

a
foo-%=— =28

Le membre de droite est une fonction impaire de u : en effet, si on rem-

place u par —u, 'expression change de signe. Donc, dans le repére (u,v)

centré en I (avec v = f(x) — E), le graphe est symétrique par rapport a
C

l'origine : I est bien un centre de symétrie. 0
Solution 4.18.
_3(-)-6 -9
P EA Y
—3) — ~15
="tz = =

f(-D+f(-3)=—-9+15=6=2-3./

Solution 4.19.
En multipliant numérateur et dénominateur par x (x # 0) :

2—Xx
x+1

h(x) =

Domaine:il faut x # 0 (dénominateurs internes) et x # —1 (dénominateur final) :
Dy, =R\ {0,—-1}.
Zéro:2—x=0 < x=2:Z, =12}
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Solution 4.20.

(x=3)(x+3) x+3

A= x+2

= g(x) (pour x # 3).

b) Dy = R\ {3,-2}; Dy = R\ {-2}. Domaines différents : f # g en tant que
fonctions, bien gu'elles coincident sur Dy.

c) g(3) = g Mais 3 & Dy : f(3) n'existe pas.
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Chapitre 5

Fonctions exponentielles

1798. Thomas Malthus publie son Essai sur
le principe de population : si rien ne l'arréte,
une population croit de maniére exponen-
tielle. Une bactérie se divise en deux toutes les
vingt minutes : en un jour, une seule bactérie
donne 272 descendants — plus que le nombre
d'atomes dans votre corps.

La croissance exponentielle est la croissance
la plus rapide qui existe. Et la décroissance ex-
ponentielle — le carbone 14, les médicaments
dans le sang — est la plus douce des dispari-
tions.

La méme fonction, les deux visages du temps.’

5.1 La fonction exponentielle a*

Définition 5.1 — fonction exponentielle de base a.
Poura > 0, a # 1, la fonction

fiR->Ry, x+—a*

est la fonction exponentielle de base a.

'Les faits : bien établi. Essai sur le principe de population publié anonymement en 1798. Le
calcul donné (272 apres 24h de divisions toutes les 20 minutes) est arithmétiquement correct
(72 divisions en 24h).
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CHAPITRE 5. FONCTIONS EXPONENTIELLES

Proposition 5.2 — propriétés algébriques.
Poura>0,a# 1l,etx,yeR:

a*ty = g*. a’, — ,
aY

Proposition 5.3 — monotonie.

- a>1: f strictement croissante, f(x) - 0 quand x —» —oo, f(x) - +o0
quand x > +o0
- 0 <a<1:fstrictement décroissante, f(x) - +o00 quand x — —oo,
f(x) = 0quand x - +o0
Dans les deux cas : f(x) > 0 pour tout x, f(0) = 1, asymptote horizontale
y=0.

5.2 Equations exponentielles

Proposition 5.4 — méthode de résolution — cas d’'une base commune.

Si une éguation peut se ramener a la forme a®P1 = a®P"2 (Mméme base
a > 0,a # 1), alors, comme f(x) = a* est strictement monotone (donc
injective) :

a®P1 = a¥P2 < expr; = expr,.
Il reste alors a résoudre cette derniére équation par les méthodes habi-
tuelles.

Exemple 5.1. Résoudre 493X = 7x+1,

1
49 =72, donc (7)) =7l = 7 =7 — 6x=x+1 &= x= 3

Remarque 5.1. Toutes les équations exponentielles ne se raménent pas a une base
commune (par exemple 133* = 7%+1) : j| faudra alors les logarithmes, vus au chapitre
suivant.

5.3 Le nombree

Définition 5.5 — nombre e.

Le nombre e = 2,71828 ... est défini commme la base pour laquelle la tan-
gente au graphe de a* en (0,1) a une pente exactement égale a 1. C'est la
base naturelle de I'exponentielle.

La fonction exp : x — e* est la plus importante de toutes les fonctions
exponentielles.
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. . . . 1\"
Remarque 5.2. On peut aussi obtenir e comme limite : I'expression (1 + ﬁ) se rap-

proche de plusen plus de elorsque n devient tres grand. Ce fait réapparait naturellement
dans les intéréts composés (voir plus loin).

5.4 Modélisation

Proposition 5.6 — modéles exponentiels.

- Croissance : N(t) = N, - a!, avec a > 1 et temps de doublement T, tel

quea’z =2
- Décroissance : N(t) = N, - a', avec 0 < a < 1 et demi-vie Tj, tel que
T 1
a‘l2 ==

Exemple 5.2. Une population de bactéries double toutes les 3 heures. Partie de 500
individus, combien en 12 heures? N(12) = 500 - 212/3 = 500 - 24 = 8000.

Proposition 5.7 — croissance et décroissance par taux.

Si une quantité Q varie d'un taux T (sous forme décimale) par période, a
partir d'une valeur initiale Qy :

- croissance : Q(t) = Qy(1 + T)*

- décroissance : Q(t) = Q,(1 —T)*
(C'est la méme famille de modéles que ci-dessus,aveca = 1+Toua =1-T:
la forme «par taux» est simplement plus naturelle quand un pourcentage
d’évolution est donné))

Exemple 5.3. Une ville de 200000 habitants croit de 1,5% par an. Population dans 10
ans: Q(10) = 200000 - (1,015)!° ~ 232108 habitants.

5.5 Intéréts composés

Proposition 5.8 — intérét composé a n périodes par an.

Si Cy est le capital initial, i le taux d'intérét annuel (décimal), n le nombre de
périodes de capitalisation par an, et t le nombre d'années, alors le capital

aprestannées est .
. nt

c(t) = C, (1 + %)

(Avec n = 1, on retrouve C(t) = Cy(1 + i)}, la loi de croissance «par taux»
ci-dessus.)

Exemple 5.4. 5000 CHF investis a 6% annuel, capitalisé trimestriellement (n = 4),

pendant 3 ans:

0,06\%3

C(3) = 5000 (1 + ) ~ 5978 CHF.

79

5.4. MODELISATION



CHAPITRE 5. FONCTIONS EXPONENTIELLES

Intérét composé continu. Si le nombre n de périodes de capitalisation
par an croit indéfiniment («capitalisation continue»), on montre — en

n . 1
posant k = T et en utilisant <1 + E) — e—que:

C(t) = Cyet.

Exemple. 2000 CHF a 3,5% continu pendant 8 ans : C(8) = 2000 %0358
2646 CHF.

Plus généralement, si une quantité q varie a chaque instant proportion-
nellement a sa valeur actuelle (taux T), alors q(t) = q eTt — c'est |a loi de
croissance (ou décroissance, si T < 0) continue.

Comparaison croissances polynomiale et exponentielle. Pour toutn € N
ettouta > 1:

[im — =0.
x—>+o00 A*

L'exponentielle «'emporte toujours» sur tout polyndéme. De méme, e*
croit plus vite que x990 — méme si, numériquement, il faut parfois at-
tendre tres longtemps pour que le dépassement soit visible (voir I'exercice
5.17).

5.6 Exercices

Exercice 5.1. Simplifier sans calculatrice:

a) 2°.2°+24
b) (32)3 =34
1 -3

9 (3)
610
210.310

Exercice 5.2. Résoudre (sans logarithme):

a) 2¥ =32
b) 32Xl =27
c) 4=8
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Exercice 5.3. Un isotope radioactif a une demi-vie de 8 jours. On part de 200 g.
a) Combien reste-t-il apres 24 jours?
b) Aprés combien de jours reste-t-il moinsde 10 g?

Exercice 5.4. Tracer l'allure des courbes de f(x) = 2%, g(x) = 27" et h(x) =
3.2%¥ — 1. Préciser les asymptotes et les ordonnées a l'origine.

Exercice 5.5. Un placement a intéréts composés de 1000 CHF a 3% annuel
donne aprés t ans : C(t) = 1000 - 1,03¢.

a) Quel capital apres 10 ans? apres 20 ans?

b) En quelle année le capital double-t-il (approximativement)?

Exercice 5.6. Résoudre 82¥~1 = 32%+2,
5—x
Exercice 5.7. Résoudre <§> = 92X,
Exercice 5.8. Une ville de 200000 habitants croit de 1,5% par an.
a) Ecrire la fonction Q(t) donnant la population aprés t ans.
b) Calculer la population dans 10 ans.

Exercice 5.9. Une machine perd 15% de sa valeur chaque année. Achetée
80000 CHF, quelle est sa valeur aprés 6 ans?

Exercice 5.10. 5000 CHF sont investis a 6% annuel, capitalisé trimestriellement.
Calculer le capital apres 3 ans.

Exercice 5.11. Quel capital initial faut-il investir a 4% annuel, capitalisé men-
suellement, pour disposer de 3000 CHF aprés 5ans?

Exercice 5.12. 2000 CHF sont investis a 3,5% annuel, intérét composé
continu. Calculer le capital aprés 8 ans.

Exercice 5.13. Pour 1000 CHF a 8% annuel, calculer le capital apres 1 an
pour une capitalisation : annuelle (n = 1), trimestrielle (n = 4), mensuelle
(n = 12), quotidienne (n = 365), puis pour l'intérét compose continu. Que
constate-t-on?
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Exercice 5.14. La population d'une région, actuellement de 500 000 habitants,
croit continlment au taux de 1,2% par an (q(t) = gy e’?). Estimer la population
dans 15 ans.

Exercice 5.15. Soit f(x) =2-3*—5.
a) f est-elle croissante ou décroissante? Justifier.

b) Donner f(0) et 'asymptote horizontale.

Exercice 5.16. Un échantillon radioactif perd 70% de sa masse initiale en 50
jours (c'est-a-dire qu'il en reste 30%).

a) Déterminer la base a telle que N(t) = N, - a' modélise cette décroissance.

b) En déduire la demi-vie de cet échantillon.

Exercice 5.17. On compare f(x) = x!° et g(x) = 2*.

a) Calculer fetgen x = 10, 20, 30, 50, 100. Pour lesquelles de ces valeurs
a-t-on f(x) < g(x)?

n
b) Ce résultat contredit-il le théoréeme lim,_ ;o x—x = 07? Expliquer.
a

Exercice 5.18. Résoudre 2* > 16 (sans logarithme).

Exercice 5.19. Latempérature d'un objet sortant du four suit T(t) = 20+60-0,9¢
(T en °C, t en minutes, 20°C étant la température ambiante). Aprés combien de
minutes la température descend-elle sous 25°C?

Exercice 5.20. Soient f(x) =2* et g(x) =3 - (1,5)".

a) Calculer f(0) et g(0). Laguelle des deux courbes est «au-dessus» de I'autre
enx =07

b) Méme question en x = 4.

c) Que peut-on en déduire?
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5.7 Résumé du chapitre

Fonction exponentielle a*
- a>1:croissante;0 < a < 1:décroissante
- f(x) > 0 toujours, f(0) = 1, asymptote horizontale y =0

Equations exponentielles
- Ramener a une base commune :a* = a’ < u = v (par injectivité de
X — a¥)
Modélisation
. Croissance : N(t) = Nya' (a > 1) ou Q(t) = Qo(1 + T)!
. Décroissance : N(t) = Npa® (0 < a < 1) ou Q(t) = Qo(1 — T)!

.\ nt
- Intérét composé (n périodes/an): C(t) = C, (1 + i)
n
MA2

- Intérét composé continu : C(t) = Coe”
. Loi de croissance/décroissance continue : q(t) = qge’*

n
. (1+%> —equandn - 4o

- L'exponentielle 'emporte toujours sur tout polynéme (—xx — 0), méme si
a
le croisement peut étre numériguement tardif
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5.8 QCM — Fonctions exponentielles

Une seule réponse correcte par question.

1. 23. 4% estégala:
7

Q

O

w

0
(o) <l \O 1 \V)
o0

5

o

)
)
)
)

2. La solution de 3* =81 est:

a) x=3
b) x=4
c) x =27
d) x =1

3. f(x)= (l)x est:

3
a) Croissante et positive
b) Décroissante et positive
c) Croissante et négative

)

d) Décroissante et négative

4. 'asymptote horizontale de f(x) = 2¥ + 3 est:

7. La solution de 52*~1 = 125 est :
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10.

11.

12.

13.

a) x=1
b) x =2
3
c) x=-
2
d x=3

. f(x)=e*etg(x)=e*sont:

a) L'une l'inverse de l'autre
b) Symétriques par rapport a I'axe des y
c) Egales

d) Perpendiculaires

Pour résoudre a* = a¥ (méme base), on utilise :

a) la symétrie

b) linjectivité de x — a*
c) la parité

d) aucune des réponses

Une machine perd 15% de sa valeur chaque année; le modele est :

a) QO(lalS)t
b) Qo(0,15)"
C) QO(OvSS)t
d) Q¢ —0,15¢

Pour l'intérét composé a n périodes par an, la formule est :
a) Co(1+1i)
o\t
l
b) Cp (1 + ;)m
i
) G (1 + ;)
d) Coelt

L'intérét composé continu correspond a:

a) n=

b) n - +
c) n=12
di=0

—
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14.

15.

16.

17.

La loi de croissance continue s'écrit :

n

. X
PourtoutneNeta>1, lim — vaut:

x—=>+o00 A
a) +oo
b) 1
c) 0
d) n'existe pas

5000 CHF a 6% annuel capitalisé trimestriellement pendant 3 ans donnent

environ:

Réponses:l-a 2-b 3b 4c 5b 6-a

14-c 15-a 16-c 17-b

5.9 Corrigés

Solution 5.1.

a) 234 =24 =16.
b) 307*=32=09

c) 22 =8

d) (i)m =110 =1,

2:3
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Solution 5.2.

a) 2X=2=>x=5.
b) 33*1=33=232x-1=3=>x=2.

0) 22x=23:2x=3=>x=§.
Solution 5.3.

)24/8

a) N(24)=200-( =200-é=259.

1
2
1\t/8 1\t/8 1 1 1 1/ .
b) 200-(5)‘ <102 (5) < oom < 0= 27> 20.4/8 > 109,20 & 4,32;
t > 34,6 jours.
Solution 5.4.
f :croissante, f(0) = 1, AH:y = 0. g: décroissante, g(0) = 1, AH:y
croissante, h(0) = 2,AH:y = —1.
Solution 5.5.

0.h:

a) C(10) = 1000 - 1,03!° ~ 1344 CHF. C(20) ~ 1806 CHF.

b) 1,03! = 2; par essais : 1,03%* ~ 1,97 et 1,03** ~ 2,03. Doublement vers
t ~ 23-24 ans.
Solution 5.6.

8 =23 32 =125:232x"1) — 25(x+2) — gx -3 =5x+10 < x = 13.
Solution 5.7.

1
3 =319=32:3"6-1 =322 — x_5=4x < -3x=5 < xz—g.
Solution 5.8.

a) Q(¢) = 200000 - (1,015)".

b) Q(10) = 200000 - 1,015'° ~ 232108 habitants.
Solution 5.9.
Q(t) = 80000 - (1 —0,15)" = 80000 - 0,85".
Q(6) = 80000 - 0,85° ~ 30172 CHF.
Solution 5.10.
n=4,i=0,06,t=3:

4.3
0’26> ~ 5978 CHF.

C(3) = 5000 (1 +

Solution 5.11.

3000
Cy = ————— =~ 2457 CHF.

041123
(1+5)
12
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Solution 5.12.
C(8) = 2000 %9358 ~ 2646 CHF.
Solution 5.13.

n 1 4 12 365 continu
C(1) 1080,00 1082,43 1083,00 1083,28 1083,29

Les valeurs augmentent avec n mais se stabilisent trés vite : elles
convergent vers la valeur donnée par lintérét composé continu,

.\n X
1000e%%8 ~ 1083,29. C'est exactement la limite (1 + i) — €' quand
n— +o0o. "

Solution 5.14.
q(15) = 500000 - ¢%012'15 ~ 598 609 habitants.
Solution 5.15.

a) 3* est croissante (base > 1) et le facteur 2 > 0 ne change pas le sens de
variation : f est croissante.

b) f(0)=2-1-5=—-3.Comme3* - 0quand x - —o0, f(x) » —5:asymptote
y=-5.
Solution 5.16.

a) a® =0,3= a=0,3"50 ~ 0,9762.

In 0,5

b) Demi-vie Ty, :a’12 =0,5=> Ty, = —

~ 28,8 jours.

Solution 5.17.

a) x19 dépasse largement 2¥ jusqu’a x = 50 (par exemple 501° ~ 9,8 X
1016 contre 2°° ~ 1,1 x 10%°); ce n'est qu'a partir de x = 100 que 21%9
devient supérieur a 100'°.

. . x10 ..
b) Non:la limite affirme seulement que P 0, c'est-a-dire que 'ex-

ponentielle finit toujours par 'emporter — mais rien n'empéche
que cela prenne longtemps. Ici, le croisement a lieu entre x = 50 et
x = 100.

Solution 5.18.

2% > 2% comme x — 2¥ est strictement croissante, 2¥ > 24 < x > 4.

S =]4,+o0].

Solution 5.19.

1
204+ 60-0,9f <25 < 0,9 < T
Par essais successifs (ou calculatrice) : 0,923 =~ 0,089 et 0,9%* ~ 0,080, et é ~ 0,083:

le seuil est franchi vers t ~ 23,6 minutes.
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Solution 5.20.

a) f(0) =1, g(0) = 3:gestau-dessusde f.
b) f(4) =16,g(4) =3-1,5* = 15,1875 f est désormais au-dessus de g.

c) Les deux courbes se croisent quelque partentre x = 0etx = 4: f, de
base plus grande (2 > 1,5), finit par «rattraper puis dépasser» g, malgré
son désavantage de départ (f(0) < g(0)).
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Chapitre 6
Fonctions composées et réciproques

Mettre des chaussettes, puis des chaussures.

Pour défaire : enlever les chaussures, puis les

chaussettes. Dans 'ordre inverse.

Cest exactement l'idée derriére la fonction réci- f 1
proque : défaire ce qu’'une fonction a fait, dans

l'ordre inverse.

()
&

Si f encode un message secret, f~! le décode.

f g
. P L — . . L e B
Si f éléve au carré, f~! extrait la racine carrée.

Toute la cryptographie moderne repose sur le
fait que certaines fonctions sont trés faciles i 1
a calculer dans un sens — et pratiquement @ @

impossibles a inverser.

-1

«—

QQ

& &

6.1 Opérations sur les fonctions

Définition 6.1 — somme, différence, produit, quotient.
Soient f et g deux fonctions réelles.

(f+8)0) = f() +8(), (f —8)x) = f(x)—g(x),

f&)

90 =80 (L) =13

Proposition 6.2 — domaines.

Df.g=Dj_g =Djg=D;ND,
Dgig =Dy ND )\{x | g(x) 0} (on retire aussi les zéros de g).

Exemple 6.1.  f(x) =+/x (Df = Ry) et g(x) = x> — 4 (Dg = R).
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CHAPITRE 6. FONCTIONS COMPOSEES ET RECIPROQUES

(f +@)(x) =/x +x? —4,Ds, s = Ry,

([) (x) = \/;
g x2—4
(—2 & Dy, donc pas besoin de I'exclure séparément).

,comme g(2) = 0et2 € Dy N Dg, on exclut 2: Dy/g = Ryq \ {2}

6.2 Composition de fonctions

Définition 6.3 — fonction composée.

Soient f : A —> Betg : B— C.Lacomposée go f estlafonction:

gof A= C, xw g(f(x)).

On lit«g rond f» ou «g apres f».

Remarque 6.1. En général,go f # f o g. La composition n'est pas commutative.

Exemple 6.2. f(x)=x?etg(x)=x+1.(gof)(x)=g(x?>) =x*>+1.(fog)(x) = f(x+1) =
(x+1)?=x>+2x+1

Proposition 6.4 — domaine d’une fonction composée.

Dgor ={x € Dy | f(x) € Dg}.

Autrement dit : x doit d'abord étre dans le domaine de f, et son image
f(x) doit ensuite tomber dans le domaine de g. Ce domaine peut étre plus
restreint que Dy lui-méme.

Exemple 6.3.  f(x) = x* —3x (Dy = R) et g(x) = Vx + 2 (Dg = [-2, +o0]).

(go f)(x) = Vx2 —3x +2;il faut f(x) = x* — 3x € Dg, C'est-a-dire x* —3x > -2 <
X2 =3x+2>0 & (x—-1)(x—-2)>0.
Dgor = ]—00,1] U [2, +00[ — un sous-ensembile strict de Dy = R!

6.3 Décomposition de fonctions

Proposition 6.5 — méthode.

Pour décomposer hen h = go f :repérer la derniére opération effectuée
sur x — c'est g; ce qui reste — c'est f.

Exemple 6.4. h(x) =
deg): f(x)=x-3,8(x) = —

Exemple 6.5. z(x) = x?+2x—3 se décompose en trois fonctions élémentaires wovou :
u(x) = x + 1 (on ajoute 1), v(x) = x? (on éléve au carré), w(x) = x — 4 (on soustrait 4).
Veérification: (wovou)(x) = ww(x+ 1) =w(x+ 1)) =(x+1)2—-4=x>+2x—-3./

1 . . . . .
3 :on soustrait 3 (action de f), puis on prend l'inverse (action
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6.4 Fonction réciproque

Définition 6.6 — fonction bijective.

Une fonction f : A — B est bijective si:
- Injective : f(x;) = f(x;) = x; = X, (pas deux antécédents distincts
pour une méme image)
- Surjective : tout y € B a au moins un antécédent

Définition 6.7 — fonction réciproque.
Si f : A — Best bijective, sa fonction réciproque f~! : B — A est définie

par:
[Tl =x &= f(x)=y.

Proposition 6.8 — propriétés.

- f7lo f=idy (ie. fI(f(x)) = x pour tout x € A)

- fofl=idg
- Le graphe de f~! est le symétrique du graphe de f par rapport a la
droitey = x

Exemple 6.6. f(x)=2x+3:résoudrey=2x+3:x = yT_E; donc f1(x) = %3
Vérification : f1(f(x)) = % =x./

6.5 Construction de la réciproque

Méthode :

1. Ecrirey = f(x)

2. Exprimer x en fonction de y

3. Renommer: f~1(x) = ...

4. Vérifier le domaine de f~!
Remarque 6.2. Une fonction strictement monotone sur un intervalle est bijective
sur cet intervalle — donc elle y admet une réciproque.

Proposition 6.9 — restreindre pour rendre bijective.

Si f n'est pas bijective sur son domaine naturel (typiqguement, une parabole,
symétrique par rapport a son axe), on peut restreindre 'ensemble de dé-
part (souvent au sommet et au-dela) et 'ensemble d'arrivée (a I'ensemble
image), pour obtenir une fonction bijective — et donc inversible.

Exemple 6.7. f(x) = x*> — 3 n'est pas bijective sur R (f(2) = f(-=2) = 1).
En restreignant f : [0,4+o0o[— [—3, 400, f devient bijective:y = x> -3 < x =
1/y + 3 (on choisit la racine positive, cohérente avec le départ restreint a [0, +oo[).
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CHAPITRE 6. FONCTIONS COMPOSEES ET RECIPROQUES

f71 i [=3,+00[— [0, +oo[, f71(x) = Vx + 3.

Critere de bijectivité. f est bijective < toute droite horizontale coupe
le graphe exactement en un point. Pour f(x) = x? : pas bijective sur R (la
droite y = 4 coupe en x = +2). Mais bijective sur [0, +00) avec réciproque

f(x) = /x.
6.6 Exercices

Exercice 6.1. Soient f(x) = 3x — 1 et g(x) = x* + 2. Calculer:
a) (go f)(x) et (fog)(x)
b) (g° f)(2)
c) (f e F)x)

Exercice 6.2. Trouver la réciproque:
a) f(x)=5x-2

x+1

b) g(x) = P (x #1)

c) h(x)=+x+3 (x>-3)

Exercice 6.3. Soit f(x) = 2*.

a) Le point (3,8) est-il sur le graphe de f?

b) Quel point du graphe de f~! correspond a (3,8)?

c) Quevaut f71(8)?
Exercice 6.4. Décomposer h(x) = \/ﬁ en composée de deux fonctions
simples f et gtellesque h =go f.

Exercice 6.5. La fonction f(x) = x? — 4x + 5 est-elle bijective sur R? Sur quel
intervalle est-elle bijective? Trouver sa réciproque sur cet intervalle.

Exercice 6.6. Soient f(x) =+/x et g(x) = x> — 4.
a) Donner Dy et Dy.

b) Calculer (f + g)(x) et son domaine.
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f

c) Calculer (E) (x) et son domaine.

Exercice 6.7. Soient f(x) = x> — 3x et g(x) = \/x + 2. Déterminer (g o f)(x) et
son domaine Dg, .

Exercice 6.8. Décomposer z(x) = (2x — 1)? + 5 en trois fonctions élémentaires
u, v, wtellesquez=wovou.

Exercice 6.9. La fonction f(x) = x> — 1 n'est pas bijective sur R.

a) Justifier en donnant un exemple concret de deux antécédents distincts
pour une méme image.

b) Restreindre Dy et I'ensemble d'arrivée pour rendre f bijective, puis donner

L

3x+2
2x—5

Exercice 6.10. Déterminer la réciproque de f(x) = (x # g), en précisant

son domaine.

Exercice 6.11. La conversion Celsius—Fahrenheit est donnée par F = f(C) =

9
-C + 32.
5 +

a) Calculer f(20).
b) Déterminer f~! (la conversion Fahrenheit vers Celsius).

c) Vérifier que f~1(f(20)) = 20.

Exercice 6.12. La distance de freinage (en m) a la vitesse v (en km/h) est
d=f(v) = i(1+3)
10\10 '
a) Calculer f(30), f(50) et f(100).

b) Déterminer la fonction réciprogque g exprimant v en fonction de d (pour
v >0).

c) Vérifier que g(18) = 30.
Exercice 6.13. Pour chacune des fonctions suivantes (de R dans R), dire si elle
est bijective; si non, indiquer pourquoi :

a) f(x)=3x-7

b) g(x)=x*-9

c) h(x) = |x|
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Exercice 6.14. Une fonction f telle que fo f = id (c'est-a-dire f(f(x)) = x

pour tout x du domaine) est dite involutive : elle est sa propre réciproque.
x+1

Montrer que f(x) = g

(x # 1) est involutive.

Exercice 6.15. Une entreprise annonce une augmentation de 50.- suivie
d'une augmentation de 3%. Certains salariés se demandent s'il vaudrait
mieux intervertir I'ordre.

a) Soit x le salaire. Donner fi(x) (augmentation de 50.-) et f5(x) (aug-
mentation de 3%).

b) Calculer (f; o fi)(x) (d’'abord +50, puis +3%) et (f; o f>)(x) (d'abord
+3%, puis +50).

c) Laguelle des deux options est la plus avantageuse pour le salarié?
Que peut-on en conclure quant a l'ordre de composition?

Exercice 6.16. Soient f(x) =x+2etg(x) = ﬁ Calculer (f - g)(x) et donner
son domaine.

. . 1
Exercice 6.17. Soient f(x) = p et g(x) = x —2.Calculer (fog)(x) et (go f)(x), et
donner leurs domaines respectifs. Commenter.

Exercice 6.18. Décomposer h(x) = en trois fonctions élémentaires u,

x+1

v, wtellesqueh =wovou.
Exercice 6.19. Soit f(x) = —x? + 4x — 1.

a) Mettre f sous forme canonique et donner son sommet.

b) Restreindre Dy et 'ensemble d'arrivée pour rendre f bijective (en choisis-

sant la branche de gauche du sommet), puis donner f~1.

Exercice 6.20. Un bureau de changeapplique letaux E(x) = 0,92x pour conver-
tir x CHF en EUR.

a) Calculer E(100).

b) Déterminer E~! (conversion EUR vers CHF).

c) Vérifier que E~1(E(100)) = 100.
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6.7 Résumé du chapitre

Opérations sur les fonctions
* Dy4g = Df.g = Dy N Dg; Dyjg = (Dy N Dg) \ {g = 0}
Composition
- (go f)(x) =g(f(x));engénéralgo f # fog
- Domaine: Dg,r = {x € Dy | f(x) € Dg} — peut étre plus restreint que Dy
- Décomposer : repérer la derniére opération effectuée

Bijectivité et réciproque

- Bijective : injective (pas deux antécédents pour une méme image) + sur-
jective (tout élément d’arrivée a un antécédent)

M) =x = f) =y, flof=id fofl=id

. Graphe de f~!:symétrique de celui de f par rapportay = x

- Si f n'est pas bijective, on restreint départ et arrivée (ex. parabole : se
limiter a un c6té du sommet)

- MAZ2 : test de la droite horizontale pour la bijectivité
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6.8 QCM — Fonctions composées et réciproques

Une seule réponse correcte par question.

1. Avec f(x) = x + 1 et g(x) = x? (g0 f)(2) vaut :

a)

O

@)
W O\ O W

)
)
)

o

2. La réciproque de f(x) = x—+2 est:
3x +2

)

) 3)3c—2
)
)

O o

0

xX+2
x—2

(o}

3

3. Le graphe de f~! est obtenu depuis celui de f par :

a) Symeétrie par rapport a I'axe des x
b) Symétrie par rapport a I'axe des y
Cc) Symétrie par rapportay = x

d) Translation de vecteur (1,1)

4. f(x) = x? est bijective sur:

5. Si f71(3) = 7, alors:

a) f3)=7
b) f(7)=3
o) f3)=:
d) f(7)= =

6. (f o g)(x) signifie:

a) Appliquer f puis g
b) Appliquer g puis f
c) f(x) g(x)

) L

g(X)

o
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10.

11.

12.

13.

La réciproque de f(x) = e* est:

a) e™*
b) Inx
1
C)e—x
d) x¢

Une fonction strictement décroissante est :

a) Jamais bijective

b) Toujours bijective sur son domaine

c) Bijective seulement si son domaine est R
d) Bijective seulement si elle est continue

Dy g (sur Dy N Dg) exclut :

a) les zérosde f
b) les zérosde g
c) rien de plus
d) tout D,

Pour f(x) = x> —3x et g(x) =Vx +2, Dy, ¢ est:

fx) = ti vérifie fo f =id: f estdite:

a
b
c
d

bijective seulement
involutive

paire

impossible

)
)
)
)

En restreignant f(x) = x2 — 13 [0, + o], sa réciproque est :

a
b

b

241
x+1

0
=

)
)
)
) —

o

Dans I'exemple d'une augmentation de 50.- combinée a 3%, I'ordre le plus
avantageux pour le salarié est :

a) +3% d'abord

b) +50.- d'abord

c) identique

d) dépend du salaire de départ
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14.

15.

16.

17.

18.

Dys,gvaut:
a) Df UDg

b) Df ﬂDg

C) Df\Dg

d) R toujours

Pour décomposer h(x) =

x+1
a) laracine carrée
b) I'addition de 1
c) linverse (1/x)
d) lecarré

Sif : A — Best bijective et f(3) = 7, alors f~1(7) vaut :

a) 3
1
b) p
c) -3
d) indéterminé

Le domaine d'une fonction composée g o f peut étre:

a) toujours égal a Dy

b) plus restreint que Dy
c) toujours R

d) toujoursvide

Pour rendre une parabole bijective, on restreint généralement :

a) au sommet et au-dela (une seule branche)
b) al'origine

c) a un intervalle borné arbitraire

d) c'est impossible

, la derniére opération effectuée est :

Réponses:1-b 2-b 3¢ 4c 5b 6-b 7-b 8b 9-b 10-b T-b 12-b

14-b 15-¢ 16-a 17-b 18-a

6.9 Corrigés

Solution 6.1.

a) (go f)(x)=Bx—17+2=9x>—6x+3.(fog)(x) =3(x* +2) —1=3x* +5.

b) (go )(2)=9(4)—12+3 =27.
c) (fof)x)=3B83x—-1)—1=9x—4.
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Solution 6.2.

a) y:Sx—2:>x:— 1) = 22,
b) y—x—H:y(x—l)—x+1:x(y—1) y+1:x_y—t1,g‘1(x) X+l (la
fonctlon est sa propre réciprogue).
c) y=Vx+3=>x=y>—-3(poury>0);h~(x)=x>-3,x>0.
Solution 6.3.
a) f(3) =8:oui.

b) Par symétrie : (8, 3) est sur le graphe de 1.

c) f71(8) =3 (car2’ =8).(f' =log,)

Solution 6.4.
Fx) =3x2 = 1Tet g(x) = V/X. (g o f)(x) = V3x2 =1 = h(x)./

Solution 6.5.

Forme canonique: f(x) = (x—2)?+1. Non bijective sur R (symétrique par rapport
ax = 2).Bijectivesur [2,40).y=(x=2)+1=2>x-2=+/y—1=>x=2++y - 1;
flxX)=2+yx-1,x>1.

Solution 6.6.

b) (f +8)(x) = y/x + x> —4; D,y = Dy N Dy = Ry,

(G- £

7 g(2) =0et2 € Ry,:on l'exclut; g(—=2) = 0 mais =2 & Dy,

pas besoin de I'exclure séparément. Ds/g = Ryq \ {2}.

Solution 6.7.

(go f)(x) =Vx%2—-3x+2.
llfaut f(x) > =2 < x2—3x4+2>0 < (x—1)(x—2) > 0.
Dgp = ]=00,1] U [2, +0o0].

Solution 6.8.

u(x) = 2x—1 (multiplier par 2, soustraire 1), v(x) = x? (élever au carré), w(x) = x+5
(ajouter 5).
(wovou)(x) =wwx—-1)=w(@x—-1)*)=2x—-1)?+5=z(x).vV
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Solution 6.9.

a) f(3) = f(=3) = 8:deux antécédents (3 et —3) pour la méme image 8.

b) f : [0,+c0[— [—1,+00[ est bijective.y = x> —1 < x = +/y+1 (ra-
cine positive, cohérent avec le départ restreint); f=! : [—1, +oo[— [0, +oo],

fix)=+x+1.
Solution 6.10.

3x+2
Y= =>y2x—5)=3x+2=>2xy—-5y=3x+2=>xQy—-3)=5y+2=>x =
5y+2
2y — 3

5x + 2 3

-1 _ >
fl=2tsx#s
Solution 6.11.

a) f(20) = 3 .20 + 32 = 68.

b) F = gc +32=C= S(F— 32); f~1(F) = Z(F— 32).

) f1(68) = 2(68 —32) = g .36 = 20.v/
Solution 6.12.

a) f(30) =3(3 + 3) = 18; f(50) = 5(5 + 3) = 40; £(100) = 10(10 + 3) = 130.

2
b) d= 1%—0 + i—g < v? +30v—100d = 0; par la formule quadratique (racine

positive retenue carv > 0) :

v =g(d) = —-15+ V225 + 100d.
c) g(18) = —15 +4/225 4+ 1800 = —15 + /2025 = —15 + 45 = 30. V

Solution 6.13.

a) Bijective : droite oblique, chaque droite horizontale la coupe en exacte-
ment un point.

b) Non bijective : g(3) = g(—3) = 0 (parabole, symétrique).
c) Non bijective : h(2) = h(—=2) = 2 (méme raison : pas injective).
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Solution 6.14.

f( ) x+1 41 (x+1)+(x-1)
— x)+1 — E — x—1 — 2_x _
x—1 x—1
Donc fo f =id: f estinvolutive, et f~! = f. 0

Solution 6.15.

a) fi(x) = x+50; f(x) = 1,03x.

b) (f o f1)(x) = 1,03(x + 50) = 1,03x + 51,5.
(fy o fo)(x) = 1,03x + 50.

c) (fr0 fi)x)—(fio f2)(x) =1,5> 0 pour tout x : I'ordre «+50 d'abord,
puis +3%» est toujours plus avantageux (de 1,5.- exactement, car
les 50.- profitent aussi des 3%). Ceci confirme concrétement que
go f # fogengénéral:l'ordre de composition compte.

Solution 6.16.
X+ 2
(f -8)x) = =5 Dy = R, Dy =R\ {3}

Dy =DsnDg =R\ {3}

Solution 6.17.
(f 0 8)() = = Dyog = R\ {2}

(80 N)X) = 5 —2; Dy = R\ {0}
Non seulement fog # go f comme expressions, mais leurs domaines sont éga-
lement différents : encore une illustration que l'ordre de composition compte, y
compris au niveau du domaine.

Solution 6.18.

u(x) = \/3_c (racine), v(x) = x + 1 (ajouter 1), w(x) = % (inverse).

(wovou)(x) = w(v(\/)_c)) = w(\/a_c +1)= \/_1 = h(x).v/

x+1

Solution 6.19.

a) f(x) =—(x—2)?+3;sommet (2,3).

b) f : ]-00,2] = ]—o0,3] est bijective. y = —(x —2)’ +3 < (x—-2) =
3—y < Xx = 2-—4/3—y (racine soustraite, cohérent avec x < 2);
f1i]-0,3] 5 ]-0,2], fT1(x) =2—-v/3—x.
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Solution 6.20.

a) E(100) = 0,92 -100 = 92 EUR.

_ _ Y 10—
b) y=092x < x_0,92’E ) =
c) E71(92) = 92 =100. v/

0,92

y
0,92
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Chapitre 7

Fonctions logarithmiques

Edimbourg, 1614. John Napier publie sa Mirifici
Logarithmorum Canonis Descriptio — la des-
cription du merveilleux canon des logarithmes.

Son invention : remplacer les multiplications
par des additions. log(a - b) = log a + log b.

Pour les astronomes de I'époque, qui calcu-
laient & la main des tables de positions plané-
taires, c'était une révolution.

L'invention des logarithmes par John Napier
(Neper) a recu cet éloge célebre de Pierre-
Simon de Laplace : “L'invention des loga-
rithmes, en abrégeant les labeurs, a pour ainsi
dire doublé la vie des astronomes.”

Johannes Kepler, astronome allemand, a de-
dié ses Ephémérides, 1620, & John Napier. Ad-
miratif il voulu saluer I'immense utilité des lo-
garithmes qui ont allégé ses propres calculs
astronomiques.

Aujourd’hui, les logarithmes sont partout : les
décibels, le pH, I'échelle de Richter, la percep-
tion du son, la complexité des algorithmes. Na-
pier ne pouvait pas imaginer tout cela.

Logarithmorum
Canonis defcriptio,

ufque ufus, in utraque
rigonometria ; ut ctiam in
ouni Logiftica Mathematica,
Amplifsimi, Facillimi , &
expeditifiimi explicatio,

il Authore ac Inventore,

IOANNE NEPERO,
BaroneMerchiftonii,
ore. Scoto,

= | Ex officind
Bibli

EDINBUKGI, I
ANDREZ HART

iopile, 120 D e x1v,
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CHAPITRE 7. FONCTIONS LOGARITHMIQUES

7.1 Définition

Définition 7.1 — logarithme de base a.

Pour a > 0,a # 1, le logarithme de base a est la réciproque de x — a* :

Iogaxzy(:ayzx, x > 0.

Définition 7.2 — logarithme naturel.
Le logarithme naturel (ou népérien) est :

Inx:logex, x> 0.

Le logarithme décimal est log,, x, note log x en pratique.

Exemple 7.1. Construction de log, comme réciprogue. f(x) = 2* n'est pas bijective
de R dans R (son ensemble image est R, pas R tout entier), mais f : R - R, I'est.
Sa réciproque f! : Ry, — R est exactement log, : par exemple, f(3) = 8 donne
log,(8) = 3.

7.2 Propriétés algébriques

Théoréme 7.3 — propriétés fondamentales.
Poura>0,a #1:
1. log,a=1etlog,1=0
2. log,(a*) = x pour tout x € R
3. a'°%* = x pour tout x > 0
4. log,x =log,y < x =y (pourx,y > 0) — le logarithme est injectif

Théoréme 7.4 — propriétés algébriques.
Pourx,y >0etreR:

log,(xy) = log, x +log, v,

Ioga<§) =log,x —log, y,

log,(x") = rlog, x.

Remarque 7.1. Attention a deux pieges fréquents:
. Ioga(x+y) # log, x+log, y en général (il n'y a pas de regle simple pour la somme
a l'intérieur du logarithme);
- log(x?) n'est pas toujours égal a 2 log(x) : la propriété log,(x") =rlog, x suppose
x > 0. Par exemple, pour x = =3, log((—3)?) = log(9) existe, mais 2 log(—3) n'existe
pas.
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Proposition 7.5 — changement de base.

Inx logx
a” " lna loga’

7.3 Graphe et propriétés

Proposition 7.6 — propriétés de In.

- Domaine : (0, +0)

- In est strictement croissante

- Inx <0pourx €(0,1),In1=0,Inx >0 pourx>1

- Inx -» —oo quand x — 0% (asymptote verticale x = 0)
- Inx = 400 quand x — +oo0 (mMais lentement)

Proposition 7.7 — relations In et exp.

en* =x (x>0), In(e¥) =x (x € R).

7.4 Equations et inéquations

Proposition 7.8 — méthode — équation logarithmique.

1.
2.

Déterminer le domaine de I'équation.
Transformer jusqu'a obtenir la forme log (expr;) = log,(expr,)
(méme base), en utilisant les propriétés algébriques.

3. En déduire expr; = expr, (injectivite).
4.,
5. Rejeter les solutions hors du domaine.

Résoudre cette équation.

Exemple 7.2. Résoudre log (x —2) +log,(x +2) = 1.
Domaine:x—2>0etx+2>0 < x> 2
logs ((x —2)(x +2)) = logy(5) <= (x—=2)(x+2)=5 < x*-4=5 < x?
9 &< x==3
Seul x = 3 appartient au domaine x > 2: S = {3}.

Proposition 7.9 — méthode — équation exponentielle.

1.
2.
3.

Prendre le logarithme des deux membres.
Utiliser log,(x") = rlog, x pour faire descendre I'exposant.
Isoler x.
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CHAPITRE 7. FONCTIONS LOGARITHMIQUES

e3+1

Exemple 7.3. Résoudreln(2x—1)=3:2x—1=¢e3= x = .

In5

Résoudre2x=5:xln2=ln5$x=Bz2,32.
n

Echelles logarithmiques. La perception humaine de l'intensité sonore
est logarithmique : une augmentation de 10 dB correspond a une mul-
tiplication de l'intensité par 10. L'échelle de Richter est logarithmique :
un séisme de magnitude 7 libéere 10 fois plus d’énergie qu'un séisme de
magnitude 6. Le pH est — IoglO[H+] :une différence d'une unité = facteur
10 de concentration.

7.5 Exercices

Exercice 7.1. Calculer sans calculatrice:

a) log, 32

1
b)Iog3§
c) Ine’
d) eln7

Exercice 7.2. Simplifier:

a) In(e? - e?)

o 103((2)

c) 2In3—-In9+1In1

Exercice 7.3. Résoudre:
a) Inx=4
b) e2X1 =5
c) log,(x+3)=4

d) 3 =20

Exercice 7.4. Résoudre In(x? — 3) > In(2x) pour x > 0.

Exercice 7.5. Un capital de 5000 CHF est placé a 4% annuel composé. En
combien d'années double-t-il ?
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Exercice 7.6. Résoudre log;(2x + 1) = log,(x + 7).
Exercice 7.7. Résoudre log,(x — 1) + log,(x +1) = 3.

Exercice 7.8. Résoudre 5*~! = 12 (valeur exacte puis approchée au centiéme).

Exercice 7.9. Résoudre log,(x) +log,(x —6) = 2.

Exercice 7.10. Les conjectures suivantes sont-elles vraies ou fausses? Justifier.
a) log(u - v) =log(u) - log(v) pour u,v > 0.
b) log(9 + 16) = log(9) + log(16).

Exercice 7.11. Calculer log,(12) a I'aide du changement de base en logarithme
décimal (valeur approchée au centieme).

. . . . I
Exercice 7.12. L|'échelle de Richter est donnée par R = log (I_>
0
a) Un séisme a une intensité 10000 fois plus grande que I,. Calculer R.
b) Exprimer I en fonction de R et I,
Exercice 7.13. La loi de refroidissement de Newton donne T(t) = 75¢72 (T en

°C, t en heures). Aprés combien de temps la température atteint-elle 25°C?

Exercice 7.14. Une ville comptait 50000 habitants il y a 10 ans, et en compte
aujourd’hui 68 000. On modélise la population par une croissance exponentielle
continue P(t) = Re'".

a) Déterminer le taux de croissance annuel T.
b) Estimer la population dans 10 ans (soit t = 20 depuis le début du modele).
c) Dans combien d'années la population atteindra-t-elle 100 000 habitants

(depuis aujourd’hui) ?

Exercice 7.15. Les trois quarts des atomes radioactifs d'un échantillon se sont
désintégrés en 12000 ans.

a) Quelle fraction de I'échantillon reste-t-il?

b) En déduire la demi-vie de cet échantillon (indication : combien de demi-
vies successives correspondent a cette fraction restante?).

Exercice 7.16. Soit f(x) = 3*.
a) Pourquoi f : R — R n'est-elle pas bijective?
b) Donner A et B (les plus grands possibles) pour que f : A — B soit bijective.

c) Identifier la réciprogue de f sur ce domaine, et vérifier que f~1(9) = 2.
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CHAPITRE 7. FONCTIONS LOGARITHMIQUES

Exercice 7.17. Démontrer, a partir de la seule définition du logarithme
et des propriétés des puissances, que pour u,v >0eta>0,a# 1:

log,(uv) = log,(u) + log,,(v).

Exercice 7.18. En utilisant le résultat de l'exercice 7.17 et le fait que
Ioga(l) = —log,(v) (@ admettre, ou a démontrer de la méme facon en
v
écrivant = = v~1), démontrer que Ioga(3> = log,(u) — log,(v).
v v

Exercice 7.19. Démontrer la formule de changement de base log ,(x) =
log, (x)
log,(a)

(poura,b > 0,a,b #1,x > 0).

. . L. I
Exercice 7.20. Le niveau sonore en décibelsest L =10 Iogw(I—).
0

a) Un son a une intensité 1000 fois plus grande que I. Calculer L.

b) Un autre son a un niveau de 30 dB de plus qu’un premier. Par quel facteur
son intensité est-elle multipliée?
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7.6 Résumé du chapitre

Définition et propriétés fondamentales
- log,x =y < a¥ = x (réciprogue de a¥)
- log,a=1,log,1=0,log,(a*) = x,a°%* = x
- Injectivité:log,x =log,y < x=y

Propriétés algébriques
- log,(xy) = log, x +log, y; log,(x/y) = log, x — log, y;log,(x") = rlog, x
- Attention :log, (x +y) # log, x + log,, ¥

log, x
- Changement de base : log, x =

log, a

Equations
- Log.: domaine, ramener a log(-) = log,(+), injectivité, résoudre, rejeter
hors domaine
- EXp.: prendre le log des deux membres, isoler x

MA2
- Démonstrations des propriétés produit/quotient/changement de base a
partir de la seule définition
- Echelles logarithmiques : décibels, Richter, pH (chaque unité = facteur 10)
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7.7 QCM — Fonctions logarithmiques

Une seule réponse correcte par question.

1. log, 81 vaut:

0

Q
=N

3. log 1000 + log 0,01 vaut :

a) 5
b) 3
c) 1
d) 2,98

4, Lasolutionde2* =10 est:
a) log 2

log 10
In10

In2
c) log8

d) 5

5. Le domaine de f(x) = In(3 — x) est :

a) R

b) (3,+)
c) (—o0,3)
d) (—o0,3]

6. 2In5—1In25vaut:

7. La solutionde In(x +2) =1 est:

15
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CHAPITRE 7. FONCTIONS LOGARITHMIQUES

10.

11.

12.

13.

a) x=e—2
b) x=e+2
c) x=1

d x=e*>-2

Inx
log, x = — est:
Ina

a) Faux

b) La formule de changement de base
c) Vraie seulement poura =e

d) Vraie seulement pour x > 1

log,(x) = log,(») (pour x,y > 0) équivaut a:

a) x = ay
b) x
c) x= 1
d) toujours vrai

log(9 + 16) et log(9) + log(16) sont :

a) égaux

b) différents

C) toujours égauxsi 9,16 > 0
d) impossible a dire

log,(12), via changement de base en log, ,, s'écrit :

a) log(12) — log(5)

o) log(12)
log(5)

c) log(12) - log(5)

d) log(60)

Un séisme d’'intensité 10000 I, a pour magnitude de Richter:

a) 10000

O
& K

0
log(4)

0

)
)
)
)

d

Si I'intensité sonore est multipliée par 1000, le niveau en décibels augmente

de:

a) 1000 dB
b) 3dB
c) 30dB
d) 100 dB
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14. Si " des atomes radioactifs se sont désintégrés, il s'est écoulé :

a) 1demi-vie

b) 1,5 demi-vie
c) 2 demi-vies
d) 3 demi-vies

15. La réciproque de f : R - Ry, f(x) = 3%, est:

16. log(x?) est égal a 2log(x) :

a
b
C
d

toujours
seulementsix >0
jamais
seulementsix <0

)
)
)
)

Réponses:1-b 2-b 3-¢c 4-b 5-¢c 6-c 7-a
14-c 15-b 16-b

7.8 Corrigés

Solution 7.1.

5 _ —
a) 22 =32=log,32=>5.

—2_1 1__
b) 3 —9=>Iog39 2.

c) Ine’> =5.
d) en7=7.
Solution 7.2.
a) Ine> =5.

b) 1og100 —2logx =2 —2log x.
c) IN9—-IN9+0=0.

n7

8-b 9-b

10-b

b

12-b

13-c
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CHAPITRE 7. FONCTIONS LOGARITHMIQUES

Solution 7.3.

a) x =e".

b) 2x—1=1In5= x = 2>*1

c) x+3=2=16=>x=13.

d) x =220~ 273,
In3
Solution 7.4.

In croissante : x2 — 3 > 2x et domainex2 —3 > 0,2x > 0. x> —-2x—-3 > 0 >
(x—=3)(x+1)>0;pourx>0:x>3 Domaine:x > \/E Intersection : x > 3.

Solution 7.5.

5000 - 1,041 = 10000 = 1,04 = 2 = = 02 o 2093

In1,04  0,0392

~ 17,7 ans.

Solution 7.6.

Domaine:2x+1>0etx+7>0 < x>—%.
Par injectivité¢ :2x+1=x+7 < x =6.

6 appartient au domaine : S = {6}.

Solution 7.7.

Domaine:x—1>0etx+1>0 < x> 1.

log,(x—1D(x+1)=3 & (x-Dx+1)=2>=8 < x*-1=8 < x*=
9 & x =3

Seul x = 3 appartient au domaine x > 1:S = {3}.

Solution 7.8.

-1 log 12
log(5*=") = log(12) <= (x—1)log5=1logl12 < x=1+ 095"
x=1+ log 12 =~ 2,54.

log 5
Solution 7.9.

Domaine:x>0etx—6>0 < x> 6.

log,(x(x —6)) =2 < x(x—6)=4"=16 < x*-6x—-16 =0 <
(x—8)(x+2)=0;x=80ux=-2.

Seul x = 8 appartient au domaine x > 6: S = {8}.

Solution 7.10.

a) Faux. La bonne propriété est log(uv) = log(u) + log(v) (somme, pas pro-
duit). Contre-exemple : u = v = 10 : log(100) = 2, mais log(10) - log(10) =
1-1=1+#2.

b) Faux.log(25) ~ 1,40, mais log(9) + log(16) = log(144) ~ 2,16. Le logarithme
d'une somme n'est pas la somme des logarithmes.

Solution 7.11.
log(12)
| 12) = ~ 1,54.
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Solution 7.12.

a) R =10g(10000) = 4.

IizloR e I=1,- 108
0

b) R = Iog(é) -

Solution 7.13.

=—|n3 < t=|n73z0,55heure.

W =

1
75e% =25 «— ¥ = 3= 2t =1n

Solution 7.14.

_ In1,36

a) 68000 = 50000e'°7 «— 9T =136 < T 0

par an).

~ 0,0307 (soit 3,07%

b) P(20) = 50000 ¢%°-0-0307 ~ 92 480 habitants.

: . N In2
c) On résout 50000 e’* = 100000 depuis le début du modele: t = T ~ 22,5

ans, soit environ 12,5 ans a partir d'aujourd’hui (qui correspond a t = 10).

Solution 7.15.

31 ' .
a) llrestel — 1 de I'’échantillon.

2
b) i = (%) . il s'est écoulé exactement deux demi-vies en 12000 ans. Demi-
: 12000 = 6000 ans.
2
Solution 7.16.

a) Son ensemble image est R, pas R tout entier : aucun réel négatif n'a
d'antécédent, donc f n'est pas surjective sur R — R.

b) A=R B=R.,
c) f~! = log,. Vérification : log,(9) = 2 car 3> = 9./

Solution 7.17.

Posons p = log,(u) et q = log,(v), de sorte que u = a? et v = af (par
définition du logarithme).

Alors uv = aP - a4 = aP*q (propriété des puissances).

Donc, par définition du logarithme, log (uv) = p + q = log,(u) + log,(v).
O

Solution 7.18.

Ioga(g) = Ioga<u- l) = Ioga(u) + Ioga<l) (par la propriété du produit)
[ v 1

= log,(u) + ( — log,(v)) = log,(u) — log,,(v). O
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Solution 7.19.

Posons y = log,(x), de sorte que a” = x (définition).
Prenons log, des deux cétés: log, (a”) = log,(x).
Par la propriété de la puissance, log,(a”) = y log,(a).

log,(x)
Donc ylog,(a) =log,(x) < y= (car a # 1 donc log,(a) # 0).
log,(a)
I . log, (x)
Comme y = log,(x) par définition, on a bien log (x) = i O
log,(a)

Solution 7.20.

a) L =10log,,(1000) = 10 -3 = 30 dB.

I

b) AL = 10|oglo<%) =30 = |og10<f—2) =3 <> 2 =10°=1000: lintensité
1 1 1

est multipliée par 1000 (cohérent avec le point a).
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Chapitre 8

Trigonomeétrie dans le triangle quel-
conque

Un navigateur au large, sans repére visible,
doit déterminer sa position.

Il connait deux distances et I'angle entre elles,
ou deux angles et une distance. La loi des si-
nus et la loi des cosinus lui donnent toutes les
autres mesures.

Ces formules, connues des astronomes perses
du X¢ siecle, permettaient de calculer les dis-
tances entre étoiles sans jamais les atteindre.

Aujourd’hui, les mémes lois guident les GPS,
les radars, les satellites.

La géomeétrie du triangle quelconque est la
géométrie du monde réel.

8.1 Extension du sinus et du cosinus

Définition 8.1 — cercle trigonométrique.
Le cercle trigonométrique est le cercle de centre 0(0,0) et de rayon 1.
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CHAPITRE 8. TRIGONOMETRIE DANS LE TRIANGLE QUELCONQUE

. . 1
Exemple 8.1. sin(150°) = sin(30°) = 5 et cos(150°) = — cos(30°) = —

Exemple 8.2. DansABC:a=50°=70°a=8.y=60°b=

Définition 8.2 — sinus et cosinus d’'un angle entre 0° et 180°.

Soit a € ]0°,180°[. On place cet angle au centre du cercle trigonométrique,
'un de ses cotés étant le demi-axe positif Ox. Soit P(x,y) le point d'inter-
section de l'autre coté avec le cercle. On définit :

sin(a) =y, cos(a) = x.

(Pour a € ]0°,90°[, on retrouve les définitions usuelles du triangle rectangle;
cette définition les étend au cas ou a est obtus.)

Théoréme 8.3 — propriétés étendues.

Pour 0° < o < 180°:
-0<sin(d) <let—1<cos(a)<1
- sin®(a) + cos?(a) = 1
- Supplémentaires : sin(a) = sin(180° — a) et cos(a) = — cos(180° — «)

V3
2,

Proposition 8.4 — deux préimages pour le sinus.

Pour k €1]0,1], I'équation sin(ax) = k a en général deux solutions dans
10°,180°[ : «; (donnée directement par sin™! sur la calculatrice, toujours
entre 0° et 90°) et a, = 180° — ;. C'est la source de I'ambiguité rencontrée
lors de la résolution de certains triangles.

8.2 Loidessinus

Théoréeme 8.5 — loi des sinus.

Dans tout triangle ABC de c6tés a, b, c et d'angles «, 3, y opposés :

a b ¢
sina  sinf8 siny

b

oU R est le rayon du cercle circonscrit au triangle.

asinB _ 8sin70° 98
- -~ 9 .

sina sin 50°
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8.3 Loi des cosinus

Théoréme 8.6 — loi des cosinus.
Dans tout triangle ABC':

a? = b%* + ¢ — 2bccos a,

b% +c? — a?
2bc '
(et de méme pour et ¥ par permutation circulaire)

cosa =

Remarque 8.1. Pour a = 90°: cos90° = 0, on retrouve Pythagore : a? = b? + ¢%. La loi
des cosinus est la généralisation de Pythagore a tout triangle.

Exemple 83. Triangleavech = 5,¢c =7, a = 60°:a? = 25 + 49 — 2(5)(7) cos 60° =
74 —35=39.a =39 % 6,24.

8.4 Résolution de triangles

Proposition 8.7 — cas possibles.

- CAC :deux cotés et I'angle inclus — loi des cosinus pour le troisieme
cote

- CCC : trois cotés — loi des cosinus pour un angle

- ACA : deux angles et un cété — loi des sinus

- CCA : deux cotés et un angle non inclus — loi des sinus (attention :
cas ambigué possible)

Proposition 8.8 — éviter le piége de sin~ ..

Dans les cas CAC et CCC, un angle calculé par la loi des cosinus via cos™!

est toujours correct (car cos~! donne un unique angle entre 0° et 180°, sans
ambiguité). En revanche, un angle calculé par la loi des sinus via sin”! peut
étre le mauvais choix parmi les deux préimages possibles. Regle pratique :
si I'on sait déja (ou si I'on soupgonne) qu'un angle du triangle est obtus,
mieux vaut le calculer directement par la loi des cosinus, ou vérifier apres
coup que la somme des trois angles vaut bien 180°.
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8.5 Aire d'un triangle

Proposition 8.9 — formule de l'aire.
L'aire du triangle ABC est :

1 . 1 . 1 .
A= Ebcsmoc = Eacsmﬁ = Eabsm y.

. . a+b+c C .
Formule de Héron. Si p = — est le demi-périmeétre du triangle

ABC, alors son aire vaut :

A=/ p(p - (= b)p - 0.

Cette formule ne nécessite aucun angle — seulement les trois cotés. Elle
est équivalente a la formule Eab siny (on peut le vérifier en substituant
cosy obtenu par la loi des cosinus).

Cas SSA — ambiguité. Quand on connait deux cbtés a, b et I'angle a (non
inclus), il peut y avoir 0, 1 ou 2 triangles solutions.

- Sia < bsina:aucun triangle

- Sia=bsina:un triangle rectangle

- Sibsina < a < b:deux triangles

- Sia > b:unseul triangle

8.6 Exercices

Exercice 8.1. DansABC :a = 42° 8 =78° c = 15.Trouver y,a et b.

Exercice 8.2. Dans ABC:b =6,c =9, a = 110°. Calculer a puis les angles g et y.

Exercice 8.3. Calculer l'aire du triangle ABC avec:
a) a=8,b=11,y=35°

b) a=5b=7c¢c=9

Exercice 8.4. Untriangleadescétésa = 7,b = 8,¢ = 5. Trouver ses trois angles.
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Exercice 8.5. Deux rangers A et B, distants de 3 km, observent un incendie F.
A mesure un angle de 52° et B un angle de 68° (depuis la droite AB, du méme
coté). A quelle distance de A l'incendie se trouve-t-il ?

Exercice 8.6. Donner les valeurs exactes de sin(120°), cos(135°) et sin(150°), a
I'aide du cercle trigonométrique et des angles supplémentaires.

Exercice 8.7. Vérifier numériquement (calculatrice) que sin(150°) = sin(30°)
et que cos(150°) = — cos(30°).

Exercice 8.8. Trouver les deux angles a € ]0°,180°[ tels que sin(a) = 0,6 (arron-
dir au dixieme de degré).

Exercice 8.9. Résoudre le triangle ABC avec a = 15,b = 22, a = 25°.
Exercice 8.10. Résoudre le triangle ABC avec a = 8, b = 20, a = 40°.
Exercice 8.11. Résoudre le triangle ABC avec a = 5,b = 12, 8 = 100°.

Exercice 8.12. Calculerlairedutriangledecoétésa = 7,b = 8,¢c = 5 (voir exercice
8.4) a I'aide de la formule de Héron, et vérifier la cohérence avec Eab siny.

Exercice 8.13. Un avion radar P, volant a 2500 m d'altitude, détecte un sous-
marin S avec un angle de dépression de 40° et un bateau T avec un angle de
dépression de 25°. L'angle SPT mesure 95°. Calculer la distance ST.

Exercice 8.14. Un observateur voit un satellite sous un angle de 35° avec la
verticale. Le satellite est a 1000 km d’altitude (perpendiculairement au sol, sous
le satellite). Quelle est la distance entre I'observateur et le satellite?

Exercice 8.15. Lorsque I'angle d'élévation du soleil est de 48°, un poteau qui
penche de 8° par rapport a la verticale projette une ombre de 6 m au sol. Calculer
la longueur du poteau.

Exercice 8.16. Pour mesurer la largeur d'une riviere entre les points M (sur
la rive opposée) et un pomtA on choisit une ligne de base AB = 50 m sur sa
propre rive, avec A = 72° et B = 65° (les angles formés en visant M). Calculer la
distance AM.

Exercice 8.17. Démontrer la loi des sinus

: = — pour un triangle
sina  sinf

ABC (indication : exprimer la hauteur issue de C de deux fagons diffé-
rentes).
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Exercice 8.18. Démontrer la loi des cosinus a? = b? + ¢ — 2bc cos a pour
un triangle ABC (indication : placer A a l'origine, B sur I'axe des x, exprimer
les coordonnées de C a l'aide de «, puis utiliser la distance BC).

Exercice 8.19. Dans ABC : b = 10,c¢ = 14, a = 75°. Calculer a, puis 8 et y, et
vérifier que la sommme des trois angles vaut 180°.

Exercice 8.20. Un terrain triangulaire a pour cétés 45 m, 52 m et 61 m. Calculer
son aire a l'aide de la formule de Héron.
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8.7 Résumé du chapitre

Extension du sinus et du cosinus
- Pour a €]0°,180°[ : sin(a) = y, cos(a) = x ou P(x,y) est sur le cercle trigo-
nometrique
- Supplémentaires : sin(a) = sin(180° — a), cos(a) = — cos(180° — )
- sin(a) = k a deux préimages dans ]0°,180°[ : a; et 180° — a;

Lois du sinus et du cosinus

- Sinus: .a == = .c = 2R
sina  sinf8 siny
. Cosinus: a? = b? + ¢? — 2bc cos a (généralise Pythagore)

Résoudre un triangle
- CAC,CCC:loidescosinus; ACA:loi dessinus; CCA: loi des sinus, ambiguité
possible
. cos™! ne pose jamais de probléme d'ambiguité; sin™! peut donner le
mauvais angle — vérifier via la somme des angles (180°) en cas de doute

Aire
- A= %bcsimx = %acsinﬁ = %absiny
- MA2 —Héron: A =+/p(p—a)(p—b)(p—c),p =

MA2
- CasSSA:0,1ou2trianglesselonavsbsinaetb
- Preuves des lois du sinus (hauteur commune) et du cosinus (coordonnées
+ Pythagore)

a+b+c

(sans angle)
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8.8 QCM — Trigonométrie dans le triangle quelconque

Une seule réponse correcte par question.

1. Dans ABC, a = 10, @ = 30°, 8 = 45°. b vaut approximativement :

2. La loi des cosinus généralise :

La loi des sinus

Le théoreme de Thalés

Le théoreme de Pythagore
La formule de l'aire

a)
b)
c)
d)

3. DansABC,b=4,c =6, a = 60°. a® vaut :

Q
N
(0]

O
w
\]

0

)
)
)
)

N N
&

o
(o)

4, |'airede ABC avecb=5,c=8,a =30°est:

a) 30° chacun
b) 45° chacun
c) 60° chacun
d) 90° chacun

6. Pour quel cas utilise-t-on la loi des sinus?

a)

b) CAC
c) ACA
d) Aucun

7. Dans ABC,a =90° b = 3,c = 4. La loi des cosinus donne a =72
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CHAPITRE 8. TRIGONOMETRIE DANS LE TRIANGLE QUELCONQUE

a) 1
b) 5
c) 7
d) V7

a) R=-
2(1

b) R=—
2o

c) R= %a

d) R=2etR=-"2
4A 2sina

1
a) -

2
b) g
C) g
d) —

1. sin(x) = 0,6 a, pour a € ]0°,180°[ :

a) une seule solution
b) deux solutions

C) aucune solution
d) trois solutions

12. Sif est déja connu comme obtus dans un triangle, alors @ et y sont:

a) obtus aussi

b) forcément aigus
c) indéterminés
d) égaux

13. Pour a = 8,b = 20, a = 40°, la résolution du triangle donne:

a) un triangle
b) deux triangles
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c) aucun triangle
d) un triangle rectangle

14. La formule de Héron nécessite :

un angle et deux cotés
trois cbtés seulement
trois angles

un angle seulement

a)
b)
c)
d)

15. cos~! appliqué dans la résolution d'un triangle :

a)
b) donne toujours un angle correct entre 0° et 180°
c) ne fonctionne que pour les angles aigus

d) nécessite deux calculs

peut donner un angle ambigu

16. La démonstration de la loi des cosinus (par coordonnées) utilise en dernier

lieu :
a) laloi des sinus
b) sin*a +cos?a =1
c) le théoréme de Thalés
d) la formule de Héron

17. sin(180° — ) est égal a:

a) sin(a)
b) —sin(a)
c) cos(a)

d) —cos(a)

Réponses:1-b 2-c 3a 4b 5c 6-c 7-b 8d 9b 10-b T-b 12-b 13c
l4-b 15-b 16-b 17-a
8.9 Corrigés

Solution 8.1.
15 15

y = 180° — 42° — 78° = 60°. — = —— = —— = 104/3. @ = 10y/3sin42° ~ 11,56.

siny sin 60° V3/2
b = 101/3sin 78° ~ 16,96.
Solution 8.2.

a? = 36 + 81 — 2(6)(9) cos110° = 117 — 108(—0,342) ~ 154. a ~ 12,4. cosf =
2 2_H2 —

arte bt 1481736 199 50,893 8 ~ 26,7°.  ~ 180° — 110° — 26,7° = 43,3°.

2ac 2(12,4)(9) 223
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Solution 8.3.

a) A= %(8)(11)sin 35° ~ 44(0,574) ~ 25,2.

b) Loi des cosinus : cosy = % = ;—g = —-0,1. A = %(5)(7) siny =
3—25\/1 — 0,01 ~ 3;5(0,995) ~ 17,4
Solution 8.4.
cosa =22 B0 _ g5 g=60°cosf =222 _ 19 50,143 = 8~ 81,8
80 80 70 70
y = 180° — 60° — 81,8° ~ 38,2°.
Solution 8.5.
Angle en F : 180° — 52° — 68° = 60°. Loi des sinus : Ar _ AB _ 3 AF =

sin 68° sin 60° sin 60°°
3sin68° _ 3(0,927)

sin60° 0,366
Solution 8.6.

~ 3,21 km.

V3
2,
V2

cos(135°) = —cos(45°) = —>

sin(120°) = sin(60°) =

sin(150°) = sin(30°) =

N =

Solution 8.7.

sin(150°) = 0,5 et sin(30°) = 0,5 : égaux. v/
cos(150°) ~ —0,866 et — cos(30°) ~ —0,866 : €gaux. v’

Solution 8.8.

a; = sin™1(0,6) ~ 36,9°.
a, = 180° — 36,9° = 143,1°.

Solution 8.9.
sinff  sin25° 22sin 25°
5 =15 np=""_"=2_~0,620.

Deux préimages: 3; ~ 38,3° et 5, ~ 141,7°. Les deux sont compatibles avec
a = 25° (somme < 180° dans les deux cas) : deux triangles solutions.

. 15sin116,7°
Solution 1: 7, ~ 116,7°; ¢; = S'In— ~ 31,7,
15sin13,3°
Solution 2:y, ~ 13,3°;¢c) = ————— =~ §,2.
utt r2 “2 sin 25°
Solution 8.10.
. 20 sin 40°
sinf = —Slg ~ 1,61 > 1.

Aucune valeur de 8 ne convient : il n'y a pas de triangle solution.
Solution 8.11.

Comme B est déja obtus, les deux autres angles sont forcément aigus : pas

d'ambiguité possible ici, le résultat de sin~! est fiable.
100
sinc = % ~ 0,410 = o ~ 24,2°.

y = 180° — 100° — 24,2° =~ 55,8°.
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Solution 8.12.
_ ”%”5 — 10.
A =4/10(10 — 7)(10 — 8)(10 — 5) = /10 - 3-2- 5 = /300 ~ 17,3.
Avec y =~ 38,2° (calculé en 8.4) : 2(7)(8) sin(38,2°) ~ 17,3. Cohérent. v

Solution 8.13.
2500 2500
S = s X 3889 M PT = ———5 ~ 5916 m.

Loi des cosinus : ST? = PS%? + PT2—2-PS - PT - cos95° ~ 73572
ST ~ 7357 m~ 7,4 km.
Solution 8.14.

En admettant le triangle rectangle formé par I'observateur, le point au sol sous
le satellite et le satellite :
1000

d cos 35° m

Solution 8.15.

L'angle entre le poteau et le sol (co6té ombre) est 90° — 8° = 82°. Dans le triangle
poteau-sol-rayon, le troisieme angle est 180° — 48° — 82° = 50°.

. . poteau 6
Loid : = .
ol des S|n6us. 2;{3480 500
Poteau = Lo ~ 5,82 m.
sin 50
Solution 8.16.

M = 180° — 72° — 65° = 43°,
AM 50

Loi des sinus: =

o< 65§in 65° sin43°
AM = 22022 664 m.
sin43
Solution 8.17.

Notons h la hauteur issue de C, qui rencontre (AB) en H. Dans le triangle
rectangle ACH : h = bsin a. Dans le triangle rectangle BCH : h = asin §5.
(Ceci reste valable méme si H tombe hors du segment [AB], car alors I'un

des angles est obtus et on utilise sin(180° — 8) = sin 6.)
Doncbsina =asinf < 2 - .b . O
sina  sinf

Solution 8.18.

Placons A(0,0) et B(c,0). Comme AC = b et I'angle en A vaut a, on a
C =(bcosa, bsina).

a? = BC? = (bcosa — ¢)? + (bsin a)?

= b%cos? a — 2bccosa + ¢ + b?sin®a

= b%(cos? a + sin® a) — 2bc cos a + ¢?

= b% + ¢ — 2bccosa (car cos? a + sinfa = 1). O
Solution 8.19.
a? = 100 + 196 — 2(10)(14) cos 75° ~ 223,5 = a ~ 14,95.
a® + ¢ - b?
cospf = ——m ~ 0,763 = f ~ 40,2°.

y = 180° — 75° — 40,2° ~ 64,8°.
Vérification : 75° + 40,2° + 64,8° = 180°. vV
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Solution 8.20.

45+ 52 + 61
=f=79.

A =+[79(79 — 45)(79 — 52)(79 — 61) = /79 - 34 - 27 - 18 ~ 1142,5 mZ.
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Chapitre 9

Fonctions trigonométriques

Une roue de foire tourne lentement. Un pas-
sager, parti du bas, monte, atteint le sommet,
redescend, revient au bas — et recommence.
Sa hauteur varie de maniéere réguliére, pério-
dique, douce.

Sion trace sa hauteur en fonction du temps,
on obtient une courbe en vague : le sinus.

Fourier, au XIX¢ siecle, démontra quelque
chose de stupéfiant : toute fonction périodique
raisonnable — le son d’'une flate, le courant
électrique, la lumiére — peut s’écrire comme
somme de sinus et cosinus.

Les fonctions trigonométriques ne décrivent
pas que les triangles. Elles décrivent les ondes.!

\‘v.vv\wv

Les faits : Joseph Fourier a démontré, dans sa Théorie analytique de la chaleur (1822), que
les fonctions périodiques raisonnables peuvent s'écrire comme séries de sinus et cosinus.
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CHAPITRE 9. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

9.1 Le cercle trigonométrique

Définition 9.1 — cercle trigonométrique.

Le cercle trigonométrique est le cercle unitaire de centre O et de rayon 1,
orienté dans le sens antihoraire.
Pour un angle 6 (en radians ou en degrés), le point M(8) sur le cercle a pour
coordonnées :

M(6) = (cos 6, sin ).

Remarque 9.1. Cette définition s'étend sans difficulté a tout nombre réel x, pas
seulement a un angle entre 0 et 277 : partant du point (1, 0), on parcourt une longueur
d'arc x dans le sens trigonométrique (si x > 0) ou dans le sens inverse (si x < 0),y
compris en faisant plusieurs tours complets si |x| > 2. On obtient ainsi un point P(u, v),
et I'on pose sin(x) = v, cos(x) = u.

9.2 Radian

Définition 9.2 — radian.

Le radian est I'unité d'angle définie par : un angle d'un radian intercepte
un arc de longueur 1 sur le cercle unité. La conversion :

v/

Urad = %o " 7500

Proposition 9.3 — valeurs remarquables.

6° |0° 30° 45° 60° 90° 180°
T T T T

fa |05 5 5 3 7

sinelo 1 2 B4
2 2 2

cosf| 1 B 0o -1
2 2 2
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9.3 Fonctions sin, cos, tan

Proposition 9.4 — propriétés de sin et cos.

Pourtoutx € R:
- Périodiques de période 27 : sin(6 + 27) = sin 6
- sin6+4cos?6 =1
- sin impaire :sin(—0) = —sin 6
- cos paire: cos(—6) = cos 6
- —1<sinf6<let—-1<cosf<1
- Supplémentaires : sin(r — x) = sin(x), cos(r — x) = — cos(x)
L . (T /4 .
- Complémentaires : sm(E — x) = cos(x), cos(i — x) = sin(x)

Exemple 9.1. sin(i—g) = cos(% — i—g) = cos(%) — utile pour relier deux valeurs qu'on

ne connait pas forcément toutes les deux par cceur.

Définition 9.5 — fonction tangente.
tanf = %, définie pour cos 6 # 0, c'est-a-dire 6 # % + km, k € Z. Pério-
digue de période 7.

Proposition 9.6 — propriétés de tan.

tan(—x) = —tan(x), tan(r — x) = —tan(x).

9.4 Transformations et graphes

Proposition 9.7 — forme générale.

La fonction f(6) = Asin(BO+C)+ D a:
- Amplitude: |A|
. Période : =
|B
- Déphasage: —%

- Décalage vertical : D
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9.5 Equations trigonométriques générales

Proposition 9.8 — solutions générales.

Pour u,v des expressions réellesetk € Z:

- sin(u) =sin(v) < u=v+2kr ouu=m—v+2kn

- cos(u) = cos(v) < u=v+2kmr ouu=—-v+2krm

- tan(u) =tan(v) < u=v+kn
On trouve ensuite les solutions dans un intervalle donné (par exemple
[0,27]) en balayant les valeurs entiéres de k.

. 1
Exemple 9.2. Résoudre sin(3x) = 5 dans [0, 27].

. . 5
sin(3x) = sm(%) — 3x = % + 2km ou3x = g + 2km

T 2kmw 57 2km
— x=1—+T oux=—4+ —

En balayant k = 0, 1,2 dans chaque famille (la période 3x impose 3 répétitions dans
[0,27]) :

S_{ES_H’ 137 177 257 297r}
“l18718° 187 18 18 ° 18 J°

9.6 Formules d’addition

Théoréeme 9.9 — formules d’addition.

sin(a+ ) =sinacosf + cosasinf
cos(a + §) = cosacosf —sinasin
Corollaire 9.10 — formules de duplication.

sin(2a) = 2sina cos «, cos(2a) = cos? a — sin®a.

Tangente, cotangente. tan 0 a des asymptotes verticalesen 6 = % + k.

6
La cotangente cot 6 = ==

— est définie pour sin @ # 0.
Sllal

1 1
eet1+cot26=

cos? sin®6

Identités: 1+ tan?6 =

MA2 — Approfondissement

Réciproques trigonomeétriques. Restreintes a un domaine ou elles sont
bijectives, sin, cos et tan admettent des réciproques (voir le chapitre sur
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les fonctions réciproques) :

arcsin : [-1,1] — [—gf] arccos : [-1,1] - [0,7], arctan : R — ]—gg[

Par exemple arcsin(l) =2 car sin<z> _ LGB [_E E]
p 1 2 - 61 6 - 2 6 2, 5 .

9.7 Exercices

Exercice 9.1. Convertir:

a) 150° en radians
b) %ﬂ en degrés

T -
C) —3 en degrés

Exercice 9.2. Sans calculatrice:
. 3w
a) sin —
4
47

b) cos —
3

5
o) tan =
6

Exercice 9.3. Résoudre sur [0,27):

a) sinf = !
2
b) cosB = —g
c) tanf = \/5
Exercice 9.4. Identifier 'amplitude, la période et le déphasage de:
a) f(x)=3sin(2x %)
b) g(x) =-2 cos(g) +1
Exercice 9.5. En utilisant les formules d'addition, calculer exactement :
a) sin75° = sin(45° + 30°)
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T T T
b) cos — = cos(— + —)
12 3 4

. - . . . . (37
Exercice 9.6. Utiliser la formule des complémentaires pour exprimer sm<1—0>

a l'aide d'un cosinus, puis vérifier numériguement (calculatrice) que les deux
valeurs coincident.

Exercice 9.7. Vérifier numériqguement (calculatrice, x = 7) que tan(—x) =
—tan(x) et que tan(mr — x) = —tan(x).

. , . 1
Exercice 9.8. Résoudre sin(3x) = 3 dans [0, 27].

V3

Exercice 9.9. Résoudre cos(x — %) =—5 dans [0, 27].

Exercice 9.10. Résoudre tan(2x) = \/5 dans [0, 27].

. ., . 1
Exercice 9.11. Résoudre sin(x) > 3 dans [0, 27].

Exercice 9.12. Démontrer les formules de duplication sin(2a) =
2sinacosa et cos(2a) = cos? a — sina a partir des formules d'addition
(indication : poser 8 = a).

V2

. . 1 L
Exercice 9.13. Calculer arcsm<7> et arccos(—§>, en précisant pour-

guoi la réponse est unique (contrairement a la résolution d'une équation
trigonomeétrique générale).

Exercice 9.14. Une fonction sinusoidale a une amplitude de 5, une période de
/4 . . .

T, un déphasage de 1 vers la droite et un décalage vertical de —2. Donner son

expression algébrique sous la forme f(x) = Asin(Bx + C) + D.

Exercice 9.15. L'intensité d'un courant alternatif est I(t) = 20 sin(60xt — %) (Ien

amperes, t en secondes). Trouver la plus petite valeur positive de t pour laguelle
I =10.

Exercice 9.16. Latempérature moyenne (en °C) a un endroit donné est mo-

. (2 . . .
délisée par T(t) = 125|n<%(t — 100)) + 8, ou t est le jour de 'année (t = 0
correspondant au ler janvier). Déterminer, a I'aide du minimum du sinus, le jour

approximatif le plus froid de I'année.
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Exercice 9.17. Démontrer que 1 + tan?(x) = pour cos(x) # 0, a partir

cos?(x)
de sin?(x) + cos?(x) = 1.

Exercice 9.18. Calculer sin(—%) et cos(—%) a l'aide de la parité.

Exercice 9.19. Soit f(x) = 25in(x - %)

a) Trouver les zéros de f dans [0, 27|.

b) Donner un tableau de signes de f sur [0, 27].

Exercice 9.20. Résoudre cos(x) = —0,6 dans [0, 27| a I'aide de la calculatrice
(réponses arrondies au centieme).
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9.8 Résumé du chapitre

Cercle trigonométrique et radian
- M(8) = (cosB,sinB); définition étendue a tout x € R (longueur d'arc,
plusieurs tours possibles)
T

* Qrad = %o * 130°
Propriétés
- Périodicité 27 (sin, cos) / 7 (tan); sin 4 cos? = 1; parité : sin impaire, cos
paire
- Supplémentaires : sin(r — x) = sin(x), cos(wr — x) = — cos(x)
- . . T T .
- Complémentaires: sm(z — x) = cos(x), cos(z — x) = sin(x)
- Tangente : tan(—x) = —tan(x), tan(r — x) = —tan(x)

Transformations

- f(x) = Asin(Bx + C) + D : amplitude |A|, période %T', déphasage —%, déca-

lage D
Equations trigonométriques générales
- sin(u) =sin(v) < u=v+2krouu=m—v+2kn
- cos(u) =cos(v) <= u=v+2krouu=—-v+2knr
- tan(u) =tan(v) < u=v+knr

Formules d’addition et MA2
- sin(fa+ ) =sinacosf + cosasinf; cos(a + ) = cosacosfB —sinasinf
. Duplication (MA2, prouvée) : sin(2a) = 2sinacosa, cos(2a) = cos?a —
sina
- MA2:tan, cot, identités 1 + tan? =

cos?
- MA2 : réciproques arcsin : [-1,1] — [—%,g], arccos : [-1,1] — [0, 7],
T 7T

arctan : R —» ]——,—[
272
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9.9 QCM — Fonctions trigonométriques

Une seule réponse correcte par question.

1. 270° en radians vaut :
3

2
27

Q

)
) 3
)
)

O

RY/4
T

O 0

270

. 5w
2. sin " vaut :

2
b) g
C) %
d) —g

3. La période de f(x) = cos(3x) est :

a) 3w
27

5. L'amplitude de f(x) = —4sin(x) + 2 est :
a) 2

—4

4

6

0 O

)
)
)

o

6. Les solutions de cosf = 0 sur [0,27) sont :
a) 6=0etb=n7m
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10.

11.

12.

13.

seulement

o
D © ©
Il
AlAN AN
[
© ©
o

N

sin(26) vaut :

a) 2sin6

b) sin’6

c) 2sinBcosb
d) cos?6—sin?6

La fonction cos est :

a) Paire et périodique de période &

b) Impaire et périodique de période 2
c) Paire et périodique de période 27

d) Ni paire niimpaire

sin(g — x) est égal a:
a) sin(x)

b) cos(x)

c) —cos(x)

d) —sin(x)

tan(mr — x) est égal a:
tan(x)

—tan(x)

cot(x)

— cot(x)

Cc

)
b)
)
d)

sin(u) = sin(v) équivaut a:

a) u = v uniquement

b) u=v+2krouu=m—v+2kn
c) u—v+k7r
d) u

cos(u) = cos(v) équivaut a:

a) u=v+2krouu=—-v+2knr
b) u=v+kn

C) u—vumquement

d) u -V

tan(u) = tan(v) équivaut a:
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a) u=v+2kn

b) u=v+kn

Cc) u = v uniguement
d u=-v+kr

14. arcsin(%) vaut:

T
a) —

3

T
b) —

6

T 57
c) = ou—

6 6
d) =

3

15. Le domaine d'arrivée de arcsin est :

16. 1+ tan?(x) est égal a:
1

sin?(x)
1

cos2(x)
c) sin*(x)
d) cos?(x)

—

17. Sur [0, 27|, 'équation sin(3x) = 5@

2 solutions
3 solutions
6 solutions
une infinité de solutions

a
b
c

)
)
)
d)

18. arccos(—%) vaut :

T
a) —

.
b) =—

371'
C) S—E
d) Z

> |

Réponses:1-a 2-c 3-b 4b 5c 6-cC

14-a 15-b 16-b 17-c 18-b
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8-c

9-b

10-b

1-b

12-a

13-b
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CHAPITRE 9. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

9.10 Corrigés

Solution 9.1.
a) 150 = = Z,
180 6
b) Z. 1% _ 9350,
4 7
o) =Z. 8% _ 00,
3 T
Solution 9.2.
a) sin - sinft—Z)=sinZ = E
4 4 4 2
b) cos Z = cos(mr+Z)=—cosZ = L
3 3 3 2
c) tan LA tan(r — )= —tan = = —L
6 67 6 3
Solution 9.3.
T 57
a) b=-oub=m1—=="=—.
6 6
b) 6= Zoug=2Z
4 4
c) 6=2oub=n+Z=2
3 3 3

Solution 9.4.

a) Amplitude 3, période 7, déphasage g vers la droite.
b) Amplitude 2, période 67, déphasage nul, décalage +1.

Solution 9.5.

a) sin45°cos 30° 4+ cos45°sin 30° =

T T .. T . T 1
b) cos-—cos-= —sin-sin=-=-+.— ——.
3 4 3 4 2

Solution 9.6.

sin<3—n> = cos(z — 3—ﬂ> = cos<z>
10/ 2 10/ 5/

Numériguement : sin(0,37) ~ 0,809 et cos(0,27) ~ 0,809. v/
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Solution 9.7.
T
tan<7) ~ 0,481.

tan(—%) —0,481 = —tan( ) v
tan(n — %) ~ —0,481 = —tan(% 4

Solution 9.8.

Voir la méthode dans I'exemple du cours::

_{1 5_7'[ 137 177 257 297r}
18°18° 18° 18 18 18

Solution 9.9.

cos(x—%) =cos<5?ﬂ> = x—% 5?”+2k7r oux—%= —5%+2k7r

= x=mw+2knm oux:—z?ﬂ+2k7r.

Dans [0,27] : x = 7 (pourk =0) et x = 4; (pour k = 1 dans la seconde famille).
47

S = {n, ?}

Solution 9.10.

T T Ve T
tan(2x) an<3><=> X 3+k7r<=>x 6+k2
Dans [0,27] (k =0,1,2,3):

6>3°63
Solution 9.11.

. 1 /s 51 . .. !
sin(x) = Senx=_ etx = < Entre ces deux valeurs, le sinus est supérieur a 3
(sommet en — ou sin=1):

T 57r
s=[5%
Solution 9.12.
En posant f = a dans les formules d'addition :
sinfld + a) = sinacosa + cosasina = 2sinacosa, soit sin(2a)

2sinacosa.
cos(a+a) = cos acos a—sin asin a = cos? a—sin® a, soit cos(2a) = cos? a—

sin®a. O
Solution 9.13.

. 2 . 2 . .
arcsm(%) = %, car sm(%) = g et % (S [—%, g] (domaine d'arrivée de
arcsin restreint pour la bijectivité).
arccos( 1) _ car cos(z—ﬂ) -1 et n € [0, 7]

2] 3" 3)° 273 T

La réponse est unique car arcsin et arccos sont des fonctions (une image
par valeur), contrairement a I'équation sin(x) = k qui a une infinité de
solutions dans R.

149

9.10. CORRIGES



CHAPITRE 9. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Solution 9.14.

. 27 . C T T T
A = S.Perlodef =m=>B= 2.Dephasage—§ =7 => C = —Z-Z = -3
D= -2. x
f(x) = Ssm<2x — 5) - 2.

Solution 9.15.
. . 1
20sin(607t — %) =10 < sin(60xt — %) =5
T T T w57
Pl tit luti itive:60mt — — =— < 60n1t=—+— = —
us peti esso u Tn positive : 607 il /4 G + i1- 1
Solution 9.16.
Le minimum de sin vaut —1, atteint quand son argument vaut —g (modulo 27) :
27 T 365
%(t —100) = —5 < t—100 = e < t=100—-91,25 = 8,75.

Le jour le plus froid est donc vers le 9° jour de I'année (début janvier).
Solution 9.17.

En divisant les deux membres de sinz(x) + cos?(x) = 1 par cos?(x) (non nul par
hypothése) :

sin?(x) _ 1
cos?(x) ~ cos?(x)
1
< tan? 1= ———. O
an“(x) + STE)
Solution 9.18.
W T V3
S|n<—§) = —Sln(g) —1—7
/4 T
COS<—§> = COS(§> = z
Solution 9.19.
. /4 /4 Vs LT
a) sm(x—z) =0 < X== =kt & x= §+kﬂ' Dans [0,27] : x = 5 et
_am
==

b) f(0) = 2sin(—§) =-2<0; f(r) = zsm(g) =2>0.

x |0 /2 37/2
fx)|— — 0 + 0(—ensuite)

f<05ur]0,§[,f>05ur]§,37ﬂ

Solution 9.20.

x, = cos~1(—0,6) ~ 2,21.
Par symétrie (le cosinus a deux préimages, saufen 0 et ) : x, = 27 — x; = 4,07.
S ~{2,21; 4,07}.

[,f < Osur ]%,Zn[.
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