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Chapitre 1
Des nombres

Avant d'écrire, on comptait. Des os taillés retrouves en Afrique cen-
trale — le fameux os d’Ishango, vieux de vingt mille ans — portent
des encoches groupées par séries. Personne ne sait exactement
ce qu'elles signifiaient : des lunes, des proies, des jours. Mais quel-
qu’un, la, avait besoin de garder une trace. Besoin de nombres. La
question n'était pas encore qu'est-ce qu'un nombre ? — elle était :
combien ? C'est encore souvent notre premiere question.

Et pourtant, entre les entiers que I'on grave sur un os et les irration-
nels qu'Hippasos de Metaponte paya de sa vie pour avoir révélés, il
y a un gouffre. Un gouffre que ce chapitre se propose de traverser,
pas a pas.

1.1 Chiffres et nombres

Définition 1.1 — chiffres et nombres.

Les symboles 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 sont les chiffres, avec lesquels on
construit les nombres. Notre systeme de numération est positionnel en
base 10 : la valeur d'un chiffre dépend de sa position dans le nombre.

Exemple11. 243578 =2-103+4-10>+3-10' +5-10°+7-10"1 +8-1072

Remarque 1.1. D'autres bases sont possibles : |la base 2 (binaire) est fondamentale
en informatique, la base 60 (sexagésimale) nous vient des Babyloniens et survit dans
nos secondes et nos degrés d’angle.

1.2 Les ensembles de nombres

Les mathématiques organisent les nombres en familles emboitées, cha-
cune plus riche que la précédente.
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CHAPITRE 1. DES NOMBRES

Définition 1.2 — entiers naturels.

L'ensemble des entiers naturels est
N={0,1,2,3,...}.

Il sert a compter et a ordonner.

Définition 1.3 — entiers relatifs.

L'ensemble des entiers relatifs est
Z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Il étend N en ajoutant les opposés : a chaque n € N correspond —n € Z.

Remarque 1.2. Vocabulaire des opérations. La somme est le résultat d'une addi-
tion; la différence, d'une soustraction; le produit, d'une multiplication; le quotient,
d'une division.

Définition 1.4 — nombres rationnels.

L'ensemble des nombres rationnels est
_\p
Q= q PEZ q€Z, q+#0;.

Ce sont exactement les nombres dont le développement décimal est fini
ou périodique.

= . L. 7 . .
= 0,3 est rationnel (période : 3). il 1,75 est rationnel (développe-

W =

Exemple 1.2.
ment fini). 2,34 = 2,343434 ... est rationnel (période : 34).

Définition 1.5 — nombres réels.

L'ensemble des nombres réels R contient tous les rationnels et tous les
irrationnels — les nombres dont le développement décimal est infini et
non périodique.

Exemple 1.3. \/5 = 1,41421356 ... et 7 = 3,14159265 ... sont irrationnels.
On ales inclusions strictes :

NCzZcQCR.
MA2 — Approfondissement

Densité de Q dans R. Entre deux réels distincts a < b, il existe toujoursun
rationnel r tel que a < r < b. Pourtant Q est « beaucoup plus petit» que
R au sens de Cantor : Q est dénombrable, R ne I'est pas. Ce paradoxe —

12



1.3. ORDRE DES OPERATIONS ET PARENTHESES

les rationnels sont partout, mais les réels sont infiniment plus nombreux
— est 'une des grandes surprises de 'analyse.

1.3 Ordre des opérations et parenthéses

Proposition 1.6 — ordre des opérations.

Pour calculer une expression, on effectue les opérations dans l'ordre sui-
vant:

1. les opérations entre parenthéses (les plus imbriquées d'abord);

2. les puissances (et racines);

3. les multiplications et divisions, de gauche a droite;

4. les additions et soustractions, de gauche a droite.

Exemple 1.4. Calculer7—2-3+ 6:0on effectue d'abord2-3 =6, puis7—6+6=7.
Calculer-14—(2—-4—-(6—-3)+(4—-3—-(1+2—-(—6+2)—1)—7)+ 3):on traite les
parenthéses les plus imbriquées en premier; le résultat est 0.

1.4 Multiples, diviseurs et division euclidienne

Définition 1.7 — divisibilité.
Sia = b - k pour un certain entier k, on dit que a est un multiple de b, ou
que b divise a, ou que b est un diviseur de a.

- Le pgcd de deux entiers est leur Plus Grand Diviseur Commun.

- Le ppcm de deux entiers est leur Plus Petit Multiple Commun.

- Un entier > 2 est premier s'il admet exactement deux diviseurs: 1 et

lui-méme.
- Deux entiers sont premiers entre eux si leur pgcd vaut 1.

Définition 1.8 — division euclidienne.

Effectuer la division euclidienne de a par b (b > 0), c'est trouver q (qQuo-
tient) et r (reste) tels que :

a:q-b+r, 0Sr<b

Exemple 1.5. Division euclidienne de 183 par12:183 = 15-12+ 3. Quotient:15; reste:
3.

13



CHAPITRE 1. DES NOMBRES

1.5 Fractions

Définition 1.9 — fraction.
Une fraction est un nombre de la forme B, ou p € Z (numérateur) et

q € Z* (dénominateur). Elle est irréductible si pgcd(p, q) = 1.

. a ¢ . . .
Deux fractions 5 et P sont égales si et seulement si ad = bc.

Proposition 1.10 — opérations sur les fractions.

a + € _ M (réduire au méme dénominateur)
b d  bd
a ¢ ac . ; ) .
- == — (multiplier numérateurs et dénominateurs)
b d bd
g c_ad (diviser = multiplier par l'inverse)
b d b ¢ PIeTP

. b
L'inverse de % (avec a # 0) est a

1.6 Nombres rationnels — écriture décimale

Théoréeme 1.11 — caractérisation des rationnels.

Un nombre est rationnel si et seulement si son développement décimal
est fini ou infini périodique.

. L . 17 = L R
Exemple 1.7. Fraction vers décimale. Y 2,83 (on divise jusqu’a retrouver un reste
déja obtenu).

Décimale vers fraction. Ecrire x = 2,34 comme fraction : 100x = 234,§, donc 100x —

. 232
X = 232,501t x = —.
99

14



1.7. PUISSANCES

1.7 Puissances

Définition 1.12 — puissance.
Poura € Retn € N*:a" = g-a---a. De plus:a® = 1 (pour a # 0) et

n facteurs

a "= % (pour a # 0).

Théoréme 1.13 — propriétés des puissances.
Poura,b e R*etm,n € Z:

(a-b)*=a"-b", (%)n = a—n.

Attention :en général (a + b)" # a" + b™.

14394 148, 14\’ 1\° 81
Définition 1.14 — notation scientifique.

Un nombre x # 0 est en notation scientifique lorsqu'il s'écrit x = a - 10",
avecl <|a|] < 10etn € Z Le nombre a est appelé la mantisse.

Exemple1.9. 6430 =6,43-103. —0,00370 = —3,70 - 1073.

Pyramides de puissances. On interpréte x¥° comme x*) (de haut en
bas). Exemple : 24" = 24" = 216 = 65536, et non (24)? = 162 = 256.
Estimer de grands nombres. On utilise souvent I'approximation 210 ~
103. Exemple : 22010 = (210)201 ~ (1(3)201 = 10903,

1.8 Racines carrées

Définition 1.15 — racine carrée.

La racine carrée d'un réel a > 0 est I'unique réel b > 0 tel que b?> = a. On

note b = /a.

Attention :4/16 = 4 (pas +4!). \/—16 n'existe pas dans R.

15



CHAPITRE 1. DES NOMBRES

Théoréme 1.16 — propriétés des racines carrées.
Poura,b>0etb #0:

R R N

2%

Attention :\a+b #+/a+ \/b.

Exemple 1.10.  Simplifier 1/32:4/32 = /16 - 2 = 4y/2.
9 9 9 3 _3\3 _\i
V27 VT 3\/_ V33

1 __\3+42
N R
Réduire : 24/72 — 74/18 = 124/2 — 211/2 = —9V/2.

Rationaliser

Conjugué : rationaliser

1.9 Droite réelle et valeur absolue

Définition 1.17 — droite réelle.

Chaqgue réel correspond a un point sur une droite orientée, la droite réelle.
Les rationnels et irrationnels y sont « mélangés» de fagcon dense.

Définition 1.18 — valeur absolue.
X six >0,

x| = )
—x six<0.

Géomeétriqguement, |x| est la distance entre x et 0; |x — a| est |a distance
entre x et a.

Proposition 1.19 — inégalité triangulaire.

Pourtous x,y € R: |x 4+ y| < |x| + |yl.

Exemple111. Résoudre|x—3|<2:-2<x-3<2=>x€(1,5).
Résoudre |2x+ 1| >3:2x+1>30u2x+1 < —3,s0it x € (—o0,—2) U (1, +0).

16



110. IRRATIONALITE

110 Irrationalité

Théoréme 1.20 — irrationalité de \/5
\/5 ne peut pas s'écrire comme une fraction :\/5 & Q.

Exemple 1.12. 0,§ = 1? Oui : posons x = O,§, alors 10x = 9,5, donc 10x — x = 9, soit
x =1

Exercices

Exercice 1.1. Calculer:

~(=7)+ (8= (7= 11) =32 =35~ (4 (~2) = (=5) - (=2))) = 7)

Exercice 1.2. Placer les parenthéses pour que les égalités soient vraies:
a) 35+5:5-3+2-4=16
b) 35+5:5-3+2-4=41
c) 35+5:5—-3+2-4=28
d) 35+5:5-3+2-4=4

Exercice 1.3. Classer chagque nombre dans le plus petit ensemble (N, Z, Q ou
R\Q):

_7, % Vo, /3, 07142857, m—3.

Exercice 1.4. Donner le quotient et le reste de la division euclidienne :

a) 63 par4

b) 218 par 12

c) 3245 par 135

d) 32 par 50
Exercicel5. Parmilesnombres12,30,27,246,325,4238, indiguer ceux qui sont
divisibles par 2, par 3, par 5.

Exercice 1.6. Un challenge sportif regroupe 105 filles et 175 garcons. On veut
former des équipes comportant toutes le méme nombre de filles et le méme
nombre de garcons, en utilisant tous les €leves.

17



CHAPITRE 1. DES NOMBRES

a) Quel est le nombre maximal d'équipes?

b) Combien de filles et de garcons dans chaque équipe?

Exercice 1.7. Calculer a la main et donner le résultat sous forme irréductible:

4 12
5 12
S TIRET
4 5 6
120 56
49 144
25,5
36 16

Exercice 1.8. Rendre irréductibles:

216
720

1122
1496

1826688
829280

a)

b)

c)

Exercice 1.9. Ecrire sous forme décimale:

1
45
2

b)§

c) 2
7
200

17

a)

d)

Exercice 1.10. Ecrire comme fraction irréductible :
a) 0,375
b) 1,2
c) 2,34

d) —1,234343

18



110. IRRATIONALITE

Exercicel1l. Simplifierendonnant unrésultat sans exposants négatifs (a,b €
R*) :
143 - 94
423 .92
(5a%)*- (%)
(25(ab)*)? - (b2)6 - a*
(bS)—4 . (a—le)S .
(b2b3)~2(b6)2

a)

b)

4

c) a

Exercice 1.12. Ecrire en notation scientifique :
a) 7283
b) 0,00149
c) 0,67 - 10%

d) 159-1073

Exercice 1.13. [MA2] Quel est le plus grand nombre : 2490 oy 101907

Exercice 1.14. Simplifier (résultat sous forme a\/B, b le plus petit possible) :

a) V32

b) V3427

c) 24/72 — 7\/18

d) V12 +/3-2v/9+ (\/3)}

Exercice 1.15. Rationaliser le dénominateur :

a)__g

V27
—4

b) ———

V5+4/3
C) ;

V34

Exercice 1.16. Résoudre et représenter sur la droite réelle :

a) —1<2x+3<7
b) x—1| <4

c) 2x+1|>3

19



CHAPITRE 1. DES NOMBRES

Exercice 1.17. Démontrer que \/5 est irrationnel.
Indication : supposer \/_ = p/qirréductible et chercher une contradiction.

Exercice 1.18. Déterminer lesquelles des expressions suivantes sont ration-

nelles une fois évaluées :
5 T 50
—\/=, =, 2° 1024, +/=.
20’ 5’ b 0 b 2

Exercice1.19. Ladistance Terre-Soleil est 1,496-10% km. La vitesse de la lumiére
est 3-10° km/s. En combien de minutes la lumiére parcourt-elle cette distance ?

T —T, 3~\/§, 1+5,5,

Wl N

Exercice 1.20. Probléme. On note n! (lire « nfactorielle») le produit1-2-3---n.
a) Quels sont les trois derniers chiffres de 17!?

b) Par combien de zéros 627! se termine-t-il ?

Exercice 1.21. L'échiquier de Sessa. Un sage demande comme récompense
1 grain de blé pour la premiére case d'un échiquier, 2 pour la deuxieme, 4 pour
la troisieme, et ainsi de suite en doublant jusqu’a la 64€ case.

a) Quelle est la somme totale de grains? (Utiliser 21° ~ 103.)
b) Un grain de blé pése environ 50 mg. Comparer cette masse a celle de la

Terre (5,97 - 10?4 kg).

Exercice 1.22. [MAZ2] Convertir (10110), en base 10, puis convertir 47 en base
2.

Résumé du chapitre

Ensembles de nombres
-NCZCOCR
- Q =fractions = décimales finies ou périodiques
- R\ Q=irrationnels (\/5, T, ..)
Ordre des opérations
1. Parentheéses (les plus imbriquées d'abord)
2. Puissances et racines
3. X et + (de gauche a droite)
4. + et — (de gauche a droite)

Division euclidienne
a=q-b+r, 0<r<b

- pgcd, ppcm, nombres premiers, premiers entre eux

20



1.10.

IRRATIONALITE

Fractions
- Irréductible : pgcd(p,q) = 1

a ¢ _ ad+bc a ¢ __ac a c _a d
. d bd . b d bd b d b c
- Décimale périodique « fraction
Puissances .
. gMm.gh = gmtn a_ _ gm-n (am)n = gmn
an

ca’=1 a"=—

ah
- Notation scientifique : a - 10", 1 < |a| < 10

Racines carrées
. \/; =a +Vab= \/E\/B
- Simplifier : extraire les facteurs carrés
- Rationaliser : multiplier par le conjugué

. \/a+b7é\/5+\/3engénéral

Valeur absolue
- |x| =distancede x a0
- |x—a|l<r &< a-r<x<a+r
- Inégalité triangulaire : |x + y| < |x| + |y|

QCM — Des nombres

Une seule réponse correcte par question.

1. \/2 appartient a:

a

0 O
N®OZ

)
)
) R\Q
)

o

2. Lerésultatde3+2-4* —1est:

a) 100
b) 34
c) 200
d) 63

3. Lereste de la division euclidienne de 100 par 7 est :

0 O o
N = O

)
)
)
)

[oX
—
I
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CHAPITRE 1. DES NOMBRES

3 1
4, Z+gvaut.

S
BRIS{I== S

—
\]

5. 0,5 est égal a:

a)i
%0
b)g
"%
d) §et§

a)
b) 307 103
c)

)

d 0307 1072

8. 1/ 50 simplifiée vaut :

o. avec dénominateur rationnel vaut :

4
\V3-1

a) 4

V3-1
) 2(V/3+1)
c) 2(/3-1)
d) 4/3+1)
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110. IRRATIONALITE

10. \/5 € R\ Q signifie que::

a) \/5 est négatif

b) \/E ne peut pas s'écrire sous forme de fraction
c) \/5 n'existe pas

d) \/5 est plus grand que 2

1. pgcd(12,18) vaut:

a

0 O

)
)
)
)

w O O W

o

6

12. La solutionde |[x — 2| < 3 est:

a) x € (-1,5)
b) x € [-1,5]
c) x € (—oo,—1]U[5,+00)
d) x € [-3,3]

Réponses:1-c 2-b 3-b 4b 5d 6-¢c 7-a 8a 9b 10-b T-b 12-b
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DES NOMBRES
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Chapitre 2
Théorie des ensembles

Dans une classe de 30 éleves, 18 apprennent le francais, 15 ap-
prennent l'allemand, et 4 n‘apprennent ni I'un ni 'autre. Combien
apprennent les deux langues?

Le probleme semble simple. Il 'est — une fois qu’on dispose du bon
langage. Ce langage, c'est la théorie des ensembles. Georg Can-
tor l'a inventée a la fin du XIX® siecle, non pour résoudre des pro-
blemes d’emplois du temps, mais pour comprendre l'infini. Il dé-
couvrit quelque chose de stupéfiant : il y a plusieurs tailles d’infini,
et certains infinis sont strictement plus grands que d’autres. Krone-
cker, son maitre, le traita de « corrupteur de la jeunesse». Hilbert,
en revanche, déclara : « Du paradis que Cantor a créé pour nous,
nul ne doit pouvoir nous chasser. »

La réponse au probleme des langues ? 30 — 4 = 26 éleves étudient
au moins une langue, et 18 + 15 — 26 = 7 étudient les deux. On
reviendra sur cette formule.

Probléme d'ouverture. Une compétition mathématique soviétique de
1961 posait la question suivante. Un groupe de 100 éleves a été interrogé :
28 aiment la physique, 30 les mathématiques, 42 la chimie; 8 aiment la
physique et les maths, 10 la physique et la chimie, 5 les maths et la chimie;
3 aiment les trois disciplines.

Combien d'éléves n'aiment aucune de ces trois disciplines?

2.1 Vocabulaire et notations

Définition 2.1 — ensemble et élément.

Un ensemble est une collection d'objets appelés éléments. On note :
- X €A« x appartienta A»
- X € A:« x n'appartient pas a A»
- @ou{}:l'ensemble vide (ne pas confondre avec {@}!)
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CHAPITRE 2. THEORIE DES ENSEMBLES

Définition 2.2 — inclusion.

A C B signifie que tout élément de A appartient aussi a B: « A est inclus
dans B». Si de plus A # B, on écrit A C B (strictement inclus). On utilise
A € B quand A n'est pas inclus dans B.

Remarque 2.1. Ne pas confondre € (appartenance d'un élément) et C (inclusion
d'un ensemble) : 3 € {1;2;3} mais {3} C {1;2;3}. De méme : 0, {0}, @ et {@} sont quatre
objets distincts.

Définition 2.3 — notations spéciales.

Pour un ensemble A de nombres:
- A* = A\ {0}: éléments de A sauf zéro
- A, ={x € A| x> 0}:éléments positifs ou nuls
- A_={x € A| x <0}:éléments négatifs ou nuls
Exemples: N* ={1;2;3;...}; Z* ={...;—-3;—2;—1}.

2.2 Opérations sur les ensembles

Définition 2.4 — union, intersection, différence.
Soient A et B deux ensembles:

-AUB={x|x€Aouxe€B} (union, « A ou B»)
-AnB={x|x€Aetx € B} (intersection, « A et B»)
-A\B={x|x€Aetx ¢ B} (différence, « A sans B»)

Le « ou» de I'union est non exclusif : A U B contient aussi les éléments qui
sont dans les deux.

Exemple 21. A ={-5;3;4;6;8;9} et B={2;3;4;8;10}:
- AUB =1{-5;2;3;4;6;8;9;10}
. ANB={3;4;8
- A\ B =1{-5;6;9}
- B\ A =1{2;10}

Proposition 2.5 — formule d’inclusion-exclusion.
Pour deux ensembles finisA et B::

|JAUB| =|A|+ |B| —|ANB|.
Pour trois ensembles:
JAUBUC|=|A|+|B|+|C|-|AnB|—]ANnC|—=|BNnC|+|AnBnC|.

Ici |E| désigne le cardinal de E (son nombre d'éléments).
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2.3. DIAGRAMMES DE VENN

2.3 Diagrammes de Venn

Définition 2.6 — diagramme de Venn.

Un diagramme de Venn représente des ensembles par des régions fer-
mées dans un rectangle ('ensemble universel). Chaque élément occupe
la région correspondant a sa caractérisation la plus précise.

Exemple 2.2. Représentation des ensembles de nombres:

R
~N
V2
Vs
J

2.4 Intervalles réels

Définition 2.7 — intervalles.

Un intervalle est un sous-ensemble connexe de R :

[a;b] ={x€R|a<x<b}
la;bl ={x € R | a < x < b}
[a;b[ ={x €R|a < x<b}
la;b]={x € R|a< x < b}
[a; 4+ ={xER| x> a}
|—oo;b]={x€eR|x<b}

(fermé des deux cotés)
(ouvert des deux cotés)
(semi-ouvert a droite)

(

semi-ouvert a gauche)

Un crochet fermé ([ ou ]) indigue que la borne est incluse; un crochet
ouvert (] ou [) indigue gqu'elle est exclue. Les bornes oo sont toujours
exclues.

Exemple 2.3. Représentation de [—3; 5[ sur la droite réelle:

Un disque plein « indique une borne incluse, un cercle vide o une borne exclue.

Exemple 2.4. Déterminer | —1;+oo[N[-3;2[ :

] —1;4+00] ‘ ‘ o - - - -
[_3§2r£ O3——=2—=7—0 T 9 3
o——
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CHAPITRE 2. THEORIE DES ENSEMBLES

1 =1 4+0o[N[-3;2[=] = 1;2[.

Produit cartésien. Le produit cartésien de A et B est :
AXB={(a;b)|a€ A, be B}

Si|A| = met|B| = n,alors |A X B| = mn. Le plan R? = R X R est 'ensemble
de tous les couples de réels.

Exercices

Exercice 2.1. Ecrire avec des notations ensemblistes :
a) L'ensemble comprenant les nombres 2, 5,11, —2 et 1.
b) L'ensemble des entiers naturels compris entre 22 et 2222 (inclus).
c) L'ensemble des entiers relatifs strictement négatifs.

d) L'ensemble des nombres rationnels strictement positifs.

Exercice 2.2. Compléter par le ou les symboles adéquats (€, &, C, C, U, N, \,

a) N...Z
b) —33...N
c) {33}...N

d) {3;4;5}U{5} = ...
e) {34;5)n {5} = ...

f) {3;4;5}\ {5} = ...

9) {3:4;5,6;7}...{6,7;8;9} = {6; 7}
h N...Z=Z

i) {3;4;5;6;7}...{5:6,7;8;9} = {3;4}

) Z\{0} = ...

Exercice 2.3. Transcrire en notations ensemblistes :

a) « L'ensemble des nombresrationnelsestinclus dans|l'ensemble des nombres
réels.»

28



2.4. INTERVALLES REELS

b) « —Z Nn'appartient pasa Z.»
c) « L'ensemble des entiers entre —12 et 13»
d) « L'ensemble des réels strictement supérieurs a \/5»
Et inversement, traduire en francais :
e) QCR
flmgQ
Exercice 2.4. Quelles sont les significations des notations suivantes? Sont-

elles toutes distinctes?
o {0} o (o

Exercice 2.5. Soient A = {-5;3;4;6;8;9} et B = {2;3;4;8;10}. Déterminer A U B,
ANB B\ AetA\B.

Exercice 2.6. Trouver les ensembles C et D sachant que:
a) CuD ={1;2;3;4;5},CNnD =1{2;3;4,1¢ D\ Cet5¢ C\D.
b) CuD ={2;3;4;5} et C N D = {2;4}. Donner toutes les possibilités.

Exercice 2.7. Représenter lesensemblesN C Z C Q C R par un diagramme
de Venn, ety placer:

57 —
—420; —: 233. 107%:; —292364; +/22;

5,9.
8

0.
12°

Exercice 2.8. Pour chacune des expressions suivantes, représenter par un
diagramme de Venn a trois cercles A, B, C et hachurer la région correspon-
dante:

a) AnB)uC
b) An(BUC)
c) (AnB)\ C
d) (BUC)\(ANB)
e) AnB)\(BUC)

Exercice 2.9. Ecrire sous forme d'intervalle les ensembles représentés :

a) e

——o de =53 —1 (borne gauche incluse, droite exclue)

b) o— » de —7 a 2 (borne gauche exclue, droite incluse)
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CHAPITRE 2. THEORIE DES ENSEMBLES

C) o « de —3 2 4 (les deux incluses)

d) fleche vers +o00 depuis —2 (inclus)
Exercice 2.10. Ecrire sous forme d'intervalle, puis représenter sur la droite
réelle :

a) {xeR|2<x<8}

b) {xeR|x>-3}

c) {xeR|—-4<x<45}

d) {(xeR|x <7}

e) « L'ensemble des réels strictement supérieurs a \/—»

f) « L'ensemble des entiers inférieurs ou égaux a 8»  (attention : entiers,

pas réels!)

I?xercice 2.11. Dans un parc de loisirs, soit t la taille d'un enfant en métres.
Ecrire pour chaque attraction I'intervalle des tailles autorisées :

a) Réservée aux enfants de moins de 1,40 m

b) Réservée aux enfants d'au moins 1,40 m

c) Interdite aux enfants de 1,40 m et moins

d) Interdite aux enfants de plus de 1,40 m

Exercice 2.12. Soient A =] —15;12] et B =[—-2;15][.
a) Représenter A et B sur la méme droite réelle.

b) Déterminer AUB,ANB,B\ AetA)\ B;donner les réponses sous forme
d'intervalles et sous forme {x e R | ...}.

Exercice 2.13. On considere:
A=]-52], B=[0;5, C=]-33[, D=[-3;3]
a) Représenter les quatre intervalles sur la droite réelle.

b) DéterminerANB,AUB,DN{xeR|x<2},A\CetD)\C.

Exercice 2.14. On considére les ensembles suivants:

A={xeR|-5<x<2} E={xeR|x<2}
B={xeR|0<x<5} F={xeR|-5<x}
C={xeR|-3<x<3} G={xeR|-3<x}
D={xeR|-3<x<3} H={xeR|x< -3}
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2.4. INTERVALLES REELS

a) Ecrire chacun sous forme d'intervalle.
b) Représenter graphiqguement.
c) DéterminerANB,AUB,DNE,ENG,BUE,FUG,A\C,D\CetG\H.

Exercice 2.15. Dans une classe de 30 éléves, 18 font du sport, 15 jouent d'un
instrument, et 4 ne font ni 'un ni I'autre. Combien font les deux activités?

Exercice 2.16. Résoudre le probleme d'ouverture: parmi 100 éléves, 28 aiment
la physique (P), 30 les maths (M), 42 la chimie (C), [P n M| = 8, |[P n C| = 10,
IMNC|=5,|PNMnC|=3.Combien n'aiment aucune des trois disciplines?

Exercice 2.17. [MA2] Soit A ={1;2;3} et B ={a;b}.
a) Lister tous les éléments de A X B.
b) Vérifier:|A X B| = |A| - |B|.
c) Combien d'élémentsa A X A? Les lister.

d) Le plan R? = R X R: quelle est |a signification géométrique d'un élément
()7

Résumé du chapitre

Notations fondamentales
- x € A (appartient) x & A (n'appartient pas) @ (ensemble vide)
- A C B (inclus) A C B (strictement inclus)
- A" =A\{0} A, (positifs) A_ (négatifs)
- Ne pas confondre : 0, {0}, @, {&}

Opérations
- AUB:union AnNB:intersection A\ B:différence
- Formule:|AUB| =|A| + |B| —|ANB|

Intervalles
- [a;b] fermé ]a;b[ ouvert |[a;b|, |a;b] semi-ouverts
- +oo toujours exclu : [a; +oo[, | — o0; b]
- e« =borneincluse o =borne exclue

Ensembles de nombres
NCZCQER
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CHAPITRE 2. THEORIE DES ENSEMBLES

QCM — Théorie des ensembles

Une seule réponse correcte par question.

1. {3;4;5}n{5,6;7} =7
a) {3;4;5;6;7}

b) {5}

)

) {3

0

%)
{

o

; 4}

2. Lequel de ces symboles exprime 'appartenance d'un élément?

N

a)

O
I miN

)
)
)

O 0

3. Laquelle de ces assertions est fausse ?
a) NCZ

b) V2 ¢
c) {0}=2
d QCR

4. Z\ Nestégala:

a

0 O
NN2ZN

)
)
)
)

*

o

5. |A|=10,|B|=7,]ANB| =3.]JAUB| =7

a) 1-3;2[
b) 1-1;2[
c) [-3;+o0]
d) | —1;400]

7. L'intervalle [—2;3[ correspond a:
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2.4. INTERVALLES REELS

a) {xeR|-2<x<3}
b) {xeR|-2<x<3}
c) {xeR|-2<x<3}
d {xeR|-2<x<3}

8. | — 00;4] U [2;+o00[=7
a) [2;4]
b) ] — o0;2]
) R

) [2;4+00[

O 0

Réponses:1-b 2-¢c 3¢ 4d 5c 6-b 7-b 8-
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Chapitre 3
Argumenter et démontrer

Vers 300 avant notre ere, Euclide d’Alexandrie rassemble dans ses
Eléments tout ce que les Grecs savent de la géométrie. Mais ce qui
rend ce livre unique n’'est pas ce qu'il contient — c'est la maniere
dont il le dit. Euclide part de cing postulats simples, admis sans
preuve, et en déduit des centaines de théorémes par la seule force
du raisonnement. Aucune figure n'est une preuve. Aucune mesure
n'est une preuve. Seule la logique compte. Deux mille ans plus tard,
nous faisons exactement pareil.

3.1 Propositions et connecteurs logiques

Définition 3.1 — proposition.

Une proposition (ou énoncé) est une phrase mathématique qui est soit
vraie, soit fausse — pas les deux a la fois.

Exemple 3.1. « 2+ 2 = 4» est une proposition vraie. « \/5 € Q» est une proposition
fausse. « x > 0» n'est pas une proposition (valeur de x inconnue) — c'est un prédicat.

Les connecteurs logiques permettent de combiner des propositions:

Définition 3.2 — négation, conjonction, disjonction.

Soient P et Q deux propositions.
- Négation =P : vraie si P est fausse.
- Conjonction P A Q : vraie si P et Q sont toutes deux vraies.
- Disjonction P Vv Q : vraie si au moins I'une des deux est vraie.
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CHAPITRE 3. ARGUMENTER ET DEMONTRER

3.2 Implication et équivalence

Définition 3.3 — implication.
L'implication P = Q (lire: « P implique Q» ou « si P alors Q») est fausse
uniquement quand P est vraie et Q est fausse.

Dans P = Q, on appelle P 'hypothése et Q la conclusion.

Définition 3.4 — réciproque et contraposée.

Soit I'implication P = Q.
- Sa réciproque est Q= P.
- Sa contraposée est 7Q = —P.

Théoréeme 3.5 — contraposée.

Une implication et sa contraposée sont toujours simultanément vraies ou
fausses:
P=>Q) < (~Q=-~P).

En revanche, une implication et sa réciproque sont indépendantes.

Exemple 3.2. Implication : « si n est pair, alors n? est pair».

Contraposée : « si n? est impair, alors n est impair». (équivalente)

Réciproque : « si n? est pair, alors n est pair». (vraie aussi, mais c'est un théoréme dis-
tinct!)

Définition 3.6 — équivalence.

L'équivalence P < Q signifie P => Q et Q = P. On dit que P et Q sont
équivalentes.

3.3 Quantificateurs

Définition 3.7 — quantificateurs.

- Vx € E, P(x): « pour tout x dans E, P(x) est vraie» (quantificateur
universel).

- dx € E, P(x): « il existe au moins un x dans E tel que P(x) est vraie»
(quantificateur existentiel).
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3.4. MODES DE RAISONNEMENT

Proposition 3.8 — négation des quantificateurs.

—(Vx € E, P(x)) < 3x € E, ~P(x).
—(3x € E, P(x)) < Vx € E, ~P(x).

Exemple 3.3. La négation de « tout entier naturel est pair» est « il existe un entier
naturel qui n'est pas pair» (vrai: 1).

3.4 Modes de raisonnement

Définition 3.9 — raisonnement direct.

On démontre P = Q en partant de P et en enchainant des implications
jusqu’a obtenir Q.

Définition 3.10 — raisonnement par contraposée.

On démontre P = Q en prouvant =Q = —P. Utile quand la contraposée
est plus facile a manipuler.

Définition 3.11 — raisonnement par 'absurde.

On suppose P vraie et Q fausse (i.e. 7Q vraie), et on cherche une contra-
diction. Si on en trouve une, alors P = Q est vraie.

Définition 3.12 — contre-exemple.

Pour réfuter Vx € E, P(x), il suffit d’'exhiber un seul x, € E tel que P(x;)
est fausse.

Exemple 3.4. Réfuter: « pour tout n € N, n? 4+ n + 41 est premier».
Contre-exemple : n = 40 donne 40% + 40 + 41 = 412, non premier.

Raisonnement par récurrence. Pour démontrer P(n) pour tout n > ny :
1. Initialisation : vérifier P(n,).
2. Hérédité : supposer P(n) vraie pour un n quelconque et démontrer
P(n+1).
Exemple. Montrer que ZZ=1 k=
Init.:n:l:l:L;./

Her.: ety k=222 4 (n+1) = 222

n(n+1)
5
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Exercices

Exercice 3.1. Ecrire la contraposée et la réciproque de chaque implication.
Préciser si la réciprogue est vraie ou fausse.

a) Sin est divisible par 4, alors n est pair.
b) Six > 0, alors x2 > 0.

c) Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

Exercice 3.2. Démontrer par I'absurde que si n? est pair, alors n est pair.

Exercice 3.3. Ecrire la négation de chaque proposition, puis dire si la propo-
sition originale est vraie ou fausse.

a) VxeR, x2>0
b) IxeR, x2=-1
c)VxeR,IyeR, x+y=0
Exercice 3.4. Réfuter par un contre-exemple:
a) « Pour tout n € N*, 2" > n?».

b) « Pourtoutx € R, |x+ 1| = |x| + 1».

Exercice 3.5. Démontrer directement que le produit de deux entiers impairs
est impair.

Résumé du chapitre

Implication et équivalence
- P= Q:fausse uniquement si P vraie et Q fausse
- Contraposée de P = Q : 7Q = P — toujours équivalente
- Réciproquede P=> Q:Q = P — indépendante
- P <= Q:P=>QetQ=>P

Quantificateurs
- Vx € E, P(x)— vrai pour tous les x
- dx € E, P(x) — vrai pour au moins un x
- Négation: ~(Vx, P) < 3dx, -P
- Négation: ~(3x, P) < Vx, -P

Modes de raisonnement
- Direct : chaine d'implications P = --- = Q
- Contraposée : démontrer =Q = —P
- Absurde : supposer P A =1Q et trouver une contradiction
- Contre-exemple : un seul suffit pour réfuter un V
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QCM — Argumenter et démontrer

Une seule réponse correcte par question.

1. Quelle est la contraposée de « si n est pair, alors n? est pair»?

a) Sin? est pair, alors n est pair.

b) Sin est impair, alors n? est impair.
c) Sin? estimpair, alors n est impair.
d) Sin est pair, alors n? est impair.

2. L'implication P = Q est fausse quand:

a) P est fausse et Q est vraie
b) P estvraie et Q est vraie

c) P estvraie et Q est fausse
d) P est fausse et Q est fausse

3. Quelle est la négationde Vx € R, x> > 07

a) VxeR, x2<0
b) IxeR, x2<0
c) IXER, x2>0
d VxeR, x><0

4, Pour réfuter 'assertion « tout nombre premier est impair», on peut :

a
b
c
d

Montrer que tous les nombres premiers sont impairs.
Exhiber un nombre premier pair.

Montrer gu'il existe un nombre impair non premier.
Utiliser la contraposée.

)
)
)
)

5. Une implication et sa réciprogue sont :

Toujours toutes deux vraies.

Toujours simultanément vraies ou fausses.
Indépendantes — I'une peut étre vraie et I'autre fausse.
Toujours toutes deux fausses.

6. Dans un raisonnement par I'absurde pour démontrer P = Q, on suppose :

P vraie et Q vraie

P fausse et Q vraie
P vraie et Q fausse
P fausse et Q fausse

a
b
c

)
)
)
d)

7. P < (Qestéquivalenta:
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CHAPITRE 3. ARGUMENTER ET DEMONTRER

a) P=> Qseulement
b) Q= P seulement
c)  P>Q)et(Q=>P)
d) 7P = —Q

8. Laquelle de ces propositions est vraie?

a) VxeR, x>0
b) Ix R, x2=-1
c) VxeR, x2>0
d IxeR, x+1<x

Réponses:1-c 2-¢c 3b 4b 5c 6-c 7-c 8-
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Chapitre 4
Introduction aux fonctions

Leibniz, a la fin du XVII€ siécle, cherche un mot pour désigner
une idée simple et puissante : la dépendance entre deux gran-
deurs. Quand la température change, la pression change. Quand
le temps passe, la position change. Quand le revenu augmente,
la consommation augmente. Il invente le mot fonction — du latin
functio, accomplissement. Une fonction accomplit quelque chose :
elle transforme une entrée en une sortie. Toute la mathématique
moderne repose sur cette idée.

4.1 Définition et vocabulaire

Définition 4.1 — fonction.

Une fonction f de A vers B est une régle qui associe a chaque élément
X € A exactement un élément f(x) € B.Onnote f : A — B, x — f(x).

- A est le domaine (ou ensemble de départ)

- B est le codomaine (ou ensemble d’'arrivée)

- f(x) est 'image de x par f

- x est un antécédent de f(x)

Remarque 4.1. Chaque x € A a exactement une image. En revanche, un méme
y € B peut avoir plusieurs antécédents, ou aucun.

Exemple 41. f : R - R, x — x% L'image de 3 est f(3) = 9. Les antécédents de 9
sont 3 et —3. Le nombre —1 n'a pas d’antécédent.

4.2 Domaine de définition

Définition 4.2 — domaine de définition.

Le domaine de définition Dy d'une fonction f est 'ensemble de toutes
les valeurs x pour lesquelles f(x) est bien définie.
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CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX FONCTIONS

Exemple 4.2.
Cf&) = 5 Dy =R\ {2}
- g(x) =Vx = 1:Dg = [1,+00)
+ h(x) = Vx

x—3

:Dp =1[0,+00) \ {3} =1[0,3) U (3, +0)

4.3 Représentation graphique

Définition 4.3 — graphe.
Legraphede f : A — Bestl'ensemble des points du plan de coordonnées

(x, f(x)):
Gr ={(x, f(x)) | x € Dy} C R*.

Proposition 4.4 — test de la droite verticale.

Une courbe du plan est le graphe d'une fonction si et seulement si toute
droite verticale la coupe en au plus un point.

4.4 Monotonie

Définition 4.5 — fonction croissante / décroissante.

Soit f définie sur un intervalle I.
- f estcroissante surIsi:Vx;,x, €1, x; < x5 = f(x1) < f(xy)
- f est décroissante sur I si:Vx;,x, €1, x; < x5 = f(x1) > f(x;)
- f est strictement croissante (resp. décroissante) si les inégalités
sont strictes.

4.5 Extrema

Définition 4.6 — maximum et minimum.

- fadmet un maximum global en x si f(x,) > f(x) pour tout x € Dy.

- fadmet un minimum global en x; si f(x,) < f(x) pour tout x € Dy.

- On parle d'extremum local si I'inégalité ne vaut que sur un voisinage
de x,.

Exemple 4.3.  f(x) = x? admet un minimum global en x, = 0 avec f(0) = 0. Elle n'a
pas de maximum.
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4.6. IMAGE ET PREIMAGE

4.6 Image et préimage

Définition 4.7 — image d’un ensemble.
L'image de A" C D¢ par f est:

fA) ={f(x) | x € A'}.

L'image totale de f est f(Dy), notée aussi Im(f).

Définition 4.8 — préimage.

La préimage (ou image réciproque) de B’ C Best :

f7'(B)={x €Dy | f(x) € B'}.

Exemple 4.4. Pour f(x) = x2: f({-2,-1,0,1,2}) = {0,1,4}. f~1({4}) = {-2,2}. f~1({-1}) =

@.
Parité et périodicité.
f est paire si Dy est symétrique par rapport a 0 et f(—x) = f(x) pour tout
X — graphe symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.
f estimpaire si f(—x) = —f(x) — graphe symétrique par rapport a l'ori-
gine.
f est périodique de période T > 0si f(x + T) = f(x) pour tout x — le
graphe se répéte tous les T unités.
Exemples. x — x? est paire. x — x> est impaire. x - sin x est impaire et
périodique de période 2.

Exercices

Exercice 4.1. Déterminer le domaine de définition de chaque fonction:

a) f() = —
b) g(x)=v2x—-6
1
h =
c) h(x) N
d) k(x)=vVx2—-4

Exercice 4.2. Soit f(x) = 2x? - 3.
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CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX FONCTIONS

a) Calculer £(0), f(2), f(=2), f(/3).

b) Trouver les antécédents de 5.

c) Quel est I'ensemble image Im(f)?

Exercice 4.3. Soit f(x) = —x? + 4x.

a) Montrer que f est croissante sur (—oo, 2] et décroissante sur [2, +o0).

b) Quel est le maximum de f?
Exercice 4.4. Parmi les courbes suivantes, lesquelles sont des graphes de
fonctions? Justifier avec le test de la droite verticale.

a) Un cercle de rayon 1 centré a l'origine.

b) La parabole y = x> — 1.

c) La courbe définie par x = y2.

Exercice 4.5. Soit f(x) = |x| — 1.
a) Calculer f=1{o}).
b) Calculer f~1([-1,1]).

c) f admet-elle un minimum? Si oui, en quel(s) point(s)?

Résumé du chapitre

Vocabulaire
- f:A—- B, x— f(x)—un xaexactement une image
- Dy — domaine de définition (la ou f est bien définie)
- f(x) —imagedex | x—antécédentde f(x)
- Im(f) — ensemble de toutes les images

Domaines courants

1 )
- — exclure les zérosde g
8(x)

- y/g(x) : résoudre g(x) > 0

- Combinaison : intersecter les contraintes

Monotonie et extrema
- Croissante surl:x; < x; = f(x;) < f(x3)
- Décroissante surl:x; < x, = f(x;) = f(x,)
- Maximum global en x : f(xy) > f(x) pour tout x
- Test graphique : droite verticale coupe le graphe en au plus un point
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4.6. IMAGE ET PREIMAGE

QCM — Introduction aux fonctions

Une seule réponse correcte par question.

?

1. Quel est le domaine de définition de f(x) =

2. Soit f(x) = x* — 1. Quels sont les antécédents de 3?

a) x = 2seulement
b) x = +2

c) x==2

d) Pas d'antécédent

3. Laquelle de ces courbes n'est pas le graphe d’'une fonction?

a) y=x3
b) y=+/x
c) x*+y*=1
d) y = x|

4. f(x)=—x+2est:

Croissante sur R

Décroissante sur R

Croissante sur (0, +o00) et décroissante sur (—o0,0)
Ni croissante ni décroissante

a
b
C

)
)
)
d)

5. Quel est 'ensemble image de f(x) = x* +1°?

6. Soit f(x) = 2x — 4. Quel est f~1({0})?

a) {0}

b) {—4}
c) {2}
d) {4}

7. Quelle affirmation est vraie pour toute fonction f?
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CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX FONCTIONS

a) Tout élément du codomaine a un antécédent.
b) Tout élément du domaine a exactement une image.
) Une image ne peut avoir gu’un seul antécédent.

) Le domaine et le codomaine sont toujours égaux.

C
d

8. f(x) = |x| admet:

a) Unmaximumenx =0
b) Un minimumenx =0
c) Aucun extremum
d) Unminimumenx =1

Réponses:1-b 2-c 3¢ 4b 5c 6-¢c 7-b 8-b
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Chapitre 5

Fonctions affines et linéaires

En 1637, René Descartes publie un essai intitulé La Geéométrie, an-
nexe a son Discours de la méthode. Il y propose quelque chose de
révolutionnaire : représenter une courbe par une équation, et une
équation par une courbe. La droite — objet geométrique connu de-
puis Euclide — devient soudain une équation du premier degré. Et
une équation du premier degré devient une droite. Ce mariage de
I'algébre et de la géométrie est a 'origine de toute la physique mo-
derne. La pente d’'une droite, c'est déja la vitesse, le taux de change,
le gradient.

5.1 Fonction linéaire

Définition 5.1 — fonction linéaire.
Une fonction linéaire est une fonction de la forme

f:R->R, xm ax,

ou a € R est appelé le coefficient directeur. Son graphe est une droite
passant par 'origine.

Exemple 51. f(x) = 3x: pour chaque unité gagnée en x, on gagne 3 unités en y.
f(x) = —2x : fonction décroissante, pente —2.
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CHAPITRE 5. FONCTIONS AFFINES ET LINEAIRES

5.2 Fonction affine

Définition 5.2 — fonction affine.

Une fonction affine est une fonction de la forme
fiR->R, x—ax+b,

ou a € R est |le coefficient directeur (ou pente) et b € R est 'ordonnée a
I'origine. Son graphe est une droite.

Remarque 5.1. Une fonction linéaire est un cas particulier de fonction affine avec
b = 0. Une fonction constante correspond a a = 0.

Le signe de a détermine la monotonie :
- a>0: f strictement croissante

- a=0:f constante

- a<0: f strictement décroissante

5.3 Equation d'une droite

Définition 5.3 — formes d’'une équation de droite.

Soit une droite D du plan.

- Forme pente-ordonnée a l'origine:y = ax+b

- Forme générale:ax + fy +y = 0, avec (a, ) # (0,0)
Une droite verticale x = k n'est pas le graphe d'une fonction.

Proposition 5.4 — droite par deux points.

La droite passant par (x;,y;) et (x,,y,) avec x; # x, a pour coefficient di-

recteur:
Yo—W

a = —mm—

X, — X1

Exemple 5.2. Droite passant par A(1,2) et B(3,8):

8§—2
=272 _3
=37

Equation:y = 3x + b. En substituant A:2=3-1+b= b= —1.Doncy = 3x — 1.

Proposition 5.5 — parallélisme et perpendicularité.

Soient deux droites de pentes a; et a,.
- Paralléles <= a; = a,
- Perpendiculaires < a;-a, = -1
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5.4. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

5.4 Systémes d'équations linéaires

Définition 5.6 — systéme linéaire 2 X 2.

Un systéeme de deux équations linéaires a deux inconnues est de la
forme:

alx + bly == Cl
a,x+ by =c,

Géomeétriguement, résoudre ce systéeme revient a trouver l'intersection de
deux droites. Trois cas sont possibles :

- Une solution : droites sécantes (pentes différentes)
- Aucune solution : droites paralleles distinctes

- Infinité de solutions : droites confondues

Théoréme 5.7 — méthode de substitution / combinaison.

On résout un systéme 2 X 2 par:
- Substitution : exprimer une inconnue en fonction de l'autre et sub-
stituer.
- Combinaison linéaire : multiplier les équations par des scalaires et
les additionner pour éliminer une inconnue.

2x+y=5
x—y=1

Combinaison : addition des deux équations : 3x = 6 = x = 2. Substitution:y =
5—2-2=1.Solution: (x,y) = (2,1).

Exemple 5.3.

ax+by=e

Interprétation matricielle. Le systéeme { s'écrit Mv = w

(¢ o= (=)

Le déterminant det(M) = ad — bc détermine la nature des solutions :
det(M) # 0 = solution unique; det(M) = 0 = aucune solution ou infinité.

cx+dy=f

Exercices

Exercice 5.1. Déterminer I'équation de la droite :
a) passant par A(0,3) et B(2,7)

b) passant par C(—1,4) et paralleleay =2x—1
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CHAPITRE 5. FONCTIONS AFFINES ET LINEAIRES

c) passant par D(2,5) et perpendiculaireay = —éx +2

Exercice5.2. Résoudrelessystemessuivantsetinterpréter géométriquement:

3x+2y=12
x—y=1

2x—y=3
—4x+2y =5

x+2y=4
2x +4y =8

Exercice5.3. Un plombierfacture un déplacement fixe de 60 CHF plus 80 CHF

par heure de travail.

a) Ecrirelafonction f(t) donnant la facture en fonction du nombre d’heures
t.

b) Combien colte une intervention de 2,5 heures?

c) Au bout de combien d’heures la facture atteint-elle 300 CHF?

Exercice 5.4. Trouverlescoordonnéesdu pointd'intersection desdroitesd, :
1
y= 5x+3etd2 ty=—-x+6.

Exercice 5.5. SoitD : 2x -3y +6 =0.
a) Mettre D sous laformey = ax + b.

b) Ecrire 'équation de la droite perpendiculaire & D passant par P(4,1).

Résumé du chapitre

Fonctions
- Linéaire: f(x) = ax — droite par l'origine
- Affine: f(x) = ax + b — droite quelconque
- a>0:croissante a=0:constante a < 0:décroissante

Droites

- Pente par deux points:a = Y270

X2 — X1
- Paralleles &< mémes pentes:a; = a,
- Perpendiculaires < a;-a, = —1

- Droite verticale x = k : pas une fonction

Systémes 2 x 2
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5.4. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

- Méthodes : substitution ou combinaison linéaire
- Une solution : droites sécantes

- Aucune solution : droites paralleles distinctes

- Infinité : droites confondues

QCM — Fonctions affines et linéaires

Une seule réponse correcte par question.

1. La pente de |la droite passant par A(1,3) et B(4,9) est :

a)

O

0O
N W NN =

o

)
)
)

2. Quelle droite est paralleleay=3x—-17

a) y:—§x+2
b) y=3x+5
c) y=-3x-1
d) 3y=x-1

3. La droite perpendiculaire ay = 2x + 1 passant par I'origine a pour équation:

a) y=2x
b) y=-2x
1
c)y=5x
d) y=—>x

x+y=4

4, Le systeme
2x+2y=9

Une solution unique
Une infinité de solutions
Aucune solution

Deux solutions

a
b
C

)
)
)
d)

5. L'ordonnée a l'origine de la droite 3x — 2y + 8 = 0 est :
—4

0O O o

)
)
)
)

o
o~ W
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6. Un taxi facture 3 CHF de prise en charge plus 2 CHF par kilomeétre. Pour
12 CHF, on peut parcourir :

a) 4 km
b) 4,5 km
c) 6 km

d) 7,5km

7. Quel est le point d'intersectiondey=x+1lety=—-x+57

a) (1,2)
b) (2,3)
c) (3,2)
d) (4,1)

8. La fonction f(x) = —4x + 7 est :

Croissante sur R
Décroissante sur R
Croissante sur (0, +c0)

Ni croissante ni décroissante

a
b
c
d

—_— — — —

Réponses:1-b 2-b 3-d 4-c 5c 6-b 7-b 8-b
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Chapitre 6
Calcul littéral

Bagdad, IX€ siecle. Un savant persan nommé Muhammad ibn Mu-
sa al-Khwarizmi rédige un traité intitulé Al-Kitab al-mukhtasar fi
hisab al-jabr wal-muqabala — « Le livre abrégé sur le calcul par
la complétion et la balance». Le mot al-jabr donnera algébre. Al-
Khwarizmi n'utilise pas de lettres : il écrit tout en mots. Mais l'idée
est la— manipuler des quantités inconnues comme si elles étaient
connues, et trouver leur valeur par le raisonnement. Trois siecles
plus tard, les lettres feront leur apparition. L'algebre moderne était
née.

6.1 Expressions algébriques

Définition 6.1 — expression algébrique.

Une expression algébrique est une combinaison de nombres, de va-
riables et d'opérations (+, —, X, +, puissances, racines). Une variable est
une lettre représentant une quantité indéterminée.

Définition 6.2 — monéme et polynéme.

Un mondéme est un produit d'un nombre (le coefficient) et de puissances
de variables : 3x%y, —5x, 7.

Un polyndme est une somme de mondmes. Le degré d'un polynéme en
x est I'exposant le plus élevé.

Exemple 6.1. P(x) = 4x3 — 2x? 4+ x — 7 est un polyndme de degré 3. Ses termes
semblables sont des mondmes de méme degré : 3x? + 5x? = 8x2.
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CHAPITRE 6. CALCUL LITTERAL

6.2 Développement

Théoréeme 6.3 — distributivité.

Pour tous réels a, b, c:
a(b+c)=ab+ ac.

Plus généralement:

(a+b)(c+d)=ac+ ad + bc + bd.

Définition 6.4 — identités remarquables.

Pour tousréelsaetb:

(a + b)? = a?® + 2ab + b?
(a — b)? = a®> — 2ab + b?
(a + b)(a—b) = a? — b?

Exemple 6.2. (2x+3)?> =4x?+12x +09.
(x = 5)(x+5) = x? —25.
(Bx —1)?> =9x? — 6x + 1.

6.3 Factorisation

Définition 6.5 — factorisation.

Factoriser une expression, c'est I'écrire comme un produit de facteurs
plus simples. C'est 'opération inverse du développement.

Les techniques principales sont :

- Facteur commun : 6x? + 9x = 3x(2x + 3)
- Identités remarquables a I'envers:

a’® + 2ab + b*> = (a + b)?
a? —2ab + b?> = (a — b)?
a’>—b?>=(a+b)a-b)

- Regroupement:ax+ay+bx+by=a(x+y)+b(x+y)=(a+b)(x+Yy)

Exemple 6.3. Factoriser 4x2 — 9:4x? — 9 = (2x)? — 3% = (2x + 3)(2x — 3).
Factoriser x> —6x +9:x2 —6x 49 = (x — 3)%.
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6.4 Fractions algébriques

Définition 6.6 — fraction algébrique.

P(x)

Une fraction algébrique est un quotient de deux polynémes : —=, défi-

Q(x)
nie pour Q(x) # 0.

Les regles sont les mémes que pour les fractions numériques :

Proposition 6.7 — opérations sur les fractions algébriques.
S
B D BD
A, C_AD+BC
B D  BD
A/B_A D
C/D B C
i x2—4
Exemple 6.4. Slmpllfler m .
2 _ —
-4 _ (x+2)(x—-2) _ x+2’ X2
X2 —4x+4 (x—2)2 x—2

Algorithme d’Euclide pour les polynémes. Commme pour les entiers, on
peut diviser un polynéme A par B :

A=B-Q+R,

ou degR < degB. Q est le quotient, R |e reste.
Exemple. Diviser A(x) = x> —2x +1parB(x) =x —1:

X-2x+1=(x-Dx*+x—-1)+0.

Reste nul: x = 1 est racine de A.

Exercices

Exercice 6.1. Développer et simplifier :
a) Bx—2)(x+5)

b) (2x +1)* — (2x — 1)?
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CHAPITRE 6. CALCUL LITTERAL

c) (x+3)(x—3)+ x?

d) (a+b+c)* (développeren regroupant (a+b)+c)

Exercice 6.2. Factoriser complétement:
a) 12x3 — 8x% + 4x
b) 9x% —25
c) x?+10x + 25
d) 2x*>-38

e) x> —x

Exercice 6.3. Simplifier les fractions algébriques (préciser les restrictions) :

3x2—-12
x—2

a)

X2 4+2x+1

) x2 -1

Exercice 6.4. Calculer et simplifier:

a) 2 + 3
x+1 x-1
b).)c2—9.x+1
xX+3 x-—3

Exercice 6.5. Résoudre les équations suivantes:

a) (x+2)(x=3)=(x+1)(x—-1)

o) 2x+1=3

x—1

Résumé du chapitre

Développement
- (a+b)(c+d)=ac+ad + bc+ bd
- (a4 b)*> = a? + 2ab + b?
- (a—=Db)? = a®> — 2ab + b?
- (a+b)a—>b)=a*—-b?

Factorisation
- Facteur commun :ka + kb = k(a + b)
. Carré parfait: a® + 2ab + b? = (a £ b)?

56



6.4. FRACTIONS ALGEBRIQUES

. Différence de carrés: a? —b? = (a+ b)(a—b)
- Regroupement par paires si nécessaire

Fractions algébriques
- Simplifier : factoriser numérateur et dénominateur, puis éliminer les fac-
teurs communs
- Addition : réduire au méme dénominateur
- Multiplication : produit des numérateurs sur produit des dénominateurs
- Toujours préciser les valeurs interdites

QCM — Calcul littéral

Une seule réponse correcte par question.

1. (x+3)?estégal a:

a) x>+9

) x2+3x+9
) x> +6x+9
) x> +6x+6

Q o T

2. La factorisation de x2 — 16 est :

a) (x —4)?
b) (x + 4)?
c) (x—4)(x+4)
d) (x—=2)(x+38)

3. Développer 2x —1)(3x +4):

a) 6x2+5x—4
b) 6x% —5x —4
c) 6x2+5x+4
d) 5x2 +5x—4

4. Factoriser 3x% — 12x:

a) 3x(x—4)

b) 3(x? —4x)

c) x(3x—12)

d) 3x(x —4) et x(3x — 12) sont équivalents

2
X _4
5. Si lifi
Implirier

pour x # —2:

a) x—2
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CHAPITRE 6. CALCUL LITTERAL

b) x+2
c) x> -2
d) x—2

6. (a —b)> —(a+b)?estégal a:

a) 0
b) —4ab

c) 4ab

d) 2a? +2b?
1

7. —+ !
x x+1

est égal a:

2

2x+1
2x+1

x(x+1)
1

a)
b)

C —
) x(x+1)
x+1+x

d) xX+x+1

8. Quel est le degré du polynédme P(x) = 3x* —2x3 + x — 77

O n U w
N W

)
)
)
)

Réponses:1-c 2-c 3a 4a 5a 6-b 7-b 8-
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Chapitre 7

Fonctions du second degré

7.1

Babylone, 2000 avant notre ére. Un scribe grave sur une tablette
d'argile : « Quelle est la surface d’'un carré dont le cété augmente
de son quart vaut % ?» Il ne sait pas encore ce qu'est une équation.
Il sait seulement qu’il y a une inconnue, et que cette inconnue, au
carré, doit satisfaire une certaine relation. Les Babyloniens résol-
vaient ces problemes par des recettes geométriques — compléter
un carré, littéralement, avec des tuiles d'argile. Quatre mille ans
plus tard, nous faisons la méme chose, avec des symboles. La for-
mule a changé. La question, elle, n'a pas bougé.

Forme développée

Définition 7.1 — fonction du second degré.

Une fonction du second degré est une fonction de la forme

f(x) = ax? + bx +c, a,b,ceR, a#0.

Son graphe est une parabole d'axe de symétrie vertical.

- a > 0: parabole ouverte vers le haut (convexe)
- a < 0:parabole ouverte vers le bas (concave)
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CHAPITRE 7. FONCTIONS DU SECOND DEGRE

7.2 Forme canonique

Théoréme 7.2 — forme canonique.

Tout trinéme ax? + bx + ¢ peut s'écrire sous la forme canonique :

f(x) = alx — h)* +k,

b b?
h——%, k—f(h)—C—E

Le point S = (h, k) est le sommmet de la parabole. C'est le minimum de f si
a> 0, le maximumsia < 0.

Exemple 7.1. Mettre f(x) = 2x?> — 8x + 5 en forme canonique.

h:_%zz, k=222 —-8(2)+5=8—16+5=—3.

Donc f(x) = 2(x — 2)?> — 3. Sommet : S = (2, -3).

7.3 Discriminant et racines

Définition 7.3 — discriminant.

Le discriminant du trindme ax? + bx + ¢ est

A = b% — 4ac.

Théoréme 7.4 — nature des racines.

- A > 0:deux racines réelles distinctes

X —b ++\A
12 = o
- A =0:uneracine double
_b _
07 2q "~

- A <0:aucune racine réelle

Exemple 7.2. Résoudre x2—5x+6=0.A=25-24=1> 0.x; = % =3,x, =
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7.4. FORME FACTORISEE

7.4 Forme factorisée
Théoreme 7.5 — forme factorisée.
SiA >0, letrinbme se factorise :
ax? + bx + ¢ = a(x — x)(x — x,).
SiA=0:ax?+bx+c=a(x—xy)%

Exemple 7.3. x%?—5x+46 = (x —2)(x — 3).
2x? —8x +8 =2(x —2)°.

7.5 Signe du trinbme

Proposition 7.6 — signe de ax? + bx + c.

- SiA<0: f(x)alesigne de a pour tout x.

- SiA=0:f(x)>0sia>0(nulenxy), f(x) <0sia<O.

- SiA>0eta>0:f(x) <0pourx € (x1,x3), f(x) >0 pourx & [x,X,].
- SiIA>0eta < 0:signesinversés.

Exemple 7.4. Résoudre x> —x — 6 < 0. Racines: A = 1+ 24 = 25, xX; = % = =2,

x2=1;—5=3.Commea=1>0:f(x)§0pourxe[—2,3].

Relations de Viéte. Si x; et x, sont les racines de ax? + bx + ¢, alors :

C
x1+x2=—a, xl'x2=a.

Cesrelations permettent de construire un trindbme a partir de ses racines
sans calculer le discriminant.

Exemple. Un trinéme de coefficient dominant 3 a pour racines —2 et 5.
b=-3(-2+5)=—-9etc=3(-2)(5) =—-30: f(x) = 3x2 — 9x — 30.

Exercices

Exercice 7.1. Pour chaque trindme, trouver la forme canonique, le sommet
et le(s) racine(s) éventuelle(s) :

a) f(x) =x*—4x+3

b) g(x) = —2x*>+4x—2
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CHAPITRE 7. FONCTIONS DU SECOND DEGRE

c) h(x)=x*+x+1

Exercice 7.2. Résoudre les inégquations:

a) x2—-3x—-10>0

b) —x>+2x+3>0

c) 2x24+x+1<0
Exercice 7.3. Une balle est lancée vers le haut. Sa hauteur (en métres) apres
t secondes est h(t) = —5t> + 20t + 1.

a) Quelle est la hauteur maximale atteinte?

b) A quel moment la balle retouche-t-elle le sol?

Exercice 7.4. Trouver le trindéme f(x) = ax? + bx + ¢ sachant que :
a) son sommet est S(1,—4) et il passe par (3,0)

b) sesracinessont —3 et 2, et f(0) = 12

Exercice 7.5. [MA2] Les racines de 2x? + bx + ¢ = 0 vérifient x; + x, = 3 et
X, - X, = —5.Trouver b, c et les racines.

Résumé du chapitre

Trois formes
. Développée : f(x) = ax? + bx +c
. Canonique: f(x) = a(x — h)*> + k, sommet S(h, k) avec h = —23, k= f(h)
a
- Factorisée: f(x) = a(x — x;)(x — x,)siA >0
Discriminant A = b? — 4ac
—b+V/A
%a
- A =0:racine double xy = ——

- A > 0:deuxracines x; , =

2a
- A < 0:aucune racine réelle

Signe du trinbme (A > 0)
- a > 0:négatif entre les racines, positif a I'extérieur
- a < 0: positif entre les racines, négatif a I'extérieur
- A < 0:signe constant égal au signe de a
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7.5. SIGNE DU TRINOME

QCM — Fonctions du second degré

Une seule réponse correcte par question.

1. Le sommet de f(x) = 2x* — 8x + 3 est :

a) (2,-5)
b) (-2,23)
c) (4,3)
d) (2,3)

2. Le discriminant de x2 + 4x + 5 vaut :
a) 36

Q o T

) —4
) 4
) 0

3. Combien de racines réelles a 3x% — 6x + 3?

Aucune

Une (double)
Deux distinctes
Trois

a
b
c

)
)
)
d)

4. La forme factorisée de x* — x — 6 est :

a) (x—2)(x+3)
b) (x+2)(x—3)
c) (x—1)(x+6)
d (x—6)(x+1)

5. L'ensemble des solutions de x2 — 4 < 0 est :

a) (—oo0,—-2]U|[2,+)
b) [-2,2]
c) (-2,2)
d R

6. Une parabole a son sommet en (1, —3) et son coefficient dominant vaut 2.
Son équation est :

a) 2(x+1)*-3
b) 2(x —1)*+3
c) 2(x—1)*-3
d) 2(x+1)*+3

7. Pour f(x) = —x? + 2x + 3, quelle est la valeur maximale?
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CHAPITRE 7. FONCTIONS DU SECOND DEGRE

Q

2002
AW

o
[\

8. Les solutionsde 2x2 —5x + 2 =0sont:

a

x—1etx—2

)
b) x=5etx—2
C) x:—letx— -2
d) x=—etx——2
2

Réponses:1-a

2-b 3-b 4b 5b 6-c
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Chapitre 8

Pythagore et Thales

Une corde de douze nceuds équidistants, attachée en boucle. Les
batisseurs de I'Egypte ancienne la tendaient en triangle — co-
tés de 3, 4 et 5 intervalles — pour obtenir un angle droit parfait.
lls ne savaient pas démontrer pourquoi cela fonctionnait. Pytha-
gore, six siecles plus tard, le démontra. Mais la vérité était Ia, dans
la corde, bien avant la preuve. C'est souvent ainsi en mathéma-
tiques : on observe d'abord, on comprend ensuite. Thales, lui, me-
surait la hauteur des pyramides en comparant les ombres. Deux
hommes, deuxidées, une lecon:les rapports et les proportions gou-
vernent la géomeétrie.

8.1 Théoreme de Pythagore

Théoréme 8.1 — Pythagore.
Dans un triangle rectangle de c6tés a, b et d'hypoténuse c:

a? + b? = 2.

Théoréme 8.2 — réciproque de Pythagore.

Sia?+b? = ¢ dans un triangle de cétés a, b, ¢, alors ce triangle est rectangle
en face dec.

Exemple 8.1. Triangle de c6tés 5,12, 13 : 5% + 122 = 25 4 144 = 169 = 13%. /Rectangle.

Calculer la diagonale d'un carré de coté 1:d% = 12 + 12 = 2, donc d = /2.
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CHAPITRE 8. PYTHAGORE ET THALES

Proposition 8.3 — hauteur dans le triangle rectangle.

Dans un triangle rectangle de cbtés a, b, hypoténuse c et hauteur h issue
du sommet droit :

h?=p-q, a’=rp-c, b’=q-c,

ou p et g sont les projections de a et b sur c.

8.2 Théoreme de Thales

Théoreme 8.4 — Thales.

Soit un triangle ABC et une droite paralléle a (BC) coupant (AB) en M et
(AC)en N. Alors :

AM _AN _MN

AB  AC  BC*

Théoréme 8.5 — réciproque de Thalés.
AM

. AN
SiM € (AB),N € (AC) et B = AcC' alors (MN) || (BC).

Exemple 8.2. Dans un triangle ABC,M € [AB] et N € [AC] avec AM = 3,AB = 9,
AN=4Ac=1222 -2 _ 1AV _ 2 _ 1 /ponc (MN) || (BC) et MN = 1BC,
AB 9 3 AC 12 3 3

8.3 Triangles semblables

Définition 8.6 — triangles semblables.

Deux triangles sont semblables si leurs angles sont égaux deux a deux.
Dans ce cas, leurs cotés sont proportionnels :

a b c
r

ou k est le rapport de similitude.
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8.3. TRIANGLES SEMBLABLES

Proposition 8.7 — critéres de similitude.

Deux triangles sont semblables si :
- AA : deux angles égaux (le troisieme I'est aussi)
- SAS : deux cotés proportionnels et angle inclus égal
- SSS : trois cotés proportionnels

Remarque 8.1. Thalés est un cas particulier de similitude : les triangles AMN et ABC
sont semblables (critere AA).

Démonstrations classiques de Pythagore. || existe plus de 370 démons-
trations connues du théoréme de Pythagore. En voici une par les aires :
Construire un carré de c6té a + b. L'intérieur contient quatre triangles
rectangles de c6tés a, b et un carré central de coté c.

ab
(a+b)2=4-7+c2 = a’+2ab+b%*=2ab+c* = a?+ b=

Exercices

Exercice 8.1. Calculerlalongueur manquante (arrondir au centieéme si néces-
saire) :

a) Triangle rectangle, cathéetes 6 et 8.
b) Triangle rectangle, hypoténuse 13, cathéte 5.

c) Triangle rectangle, hypoténuse 7, cathéte 4.

Exercice 8.2. Déterminer si chaque triangle est rectangle :
a) Cotés 7,24, 25.

b) Cotés 4, 5, 6.

c) Cotés/2,/3,1/5.

Exercice 8.3. Dans le triangle ABC, (MN) || (BC), AM = 4, MB = 6, AN = 3.
a) Calculer NC.

b) Calculer MN si BC = 15.

Exercice 8.4. Deux triangles semblables ont des c6tés 3, 4, 5 et 6, x, 10.

a) Trouver le rapport de similitude.
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CHAPITRE 8. PYTHAGORE ET THALES

b) Calculer x.

c) Quel est le rapport de leurs aires?

Exercice 8.5. Un arbre projette une ombre de 8 m. Au méme moment, un
poteau de 2 m projette une ombre de 1,6 m. Quelle est la hauteur de I'arbre?

Résumé du chapitre

Théoréme de Pythagore
. Triangle rectangle : a® + b? = ¢? (c = hypoténuse)
. Réciproque : a® + b?> = ¢? = triangle rectangle
- Triplets pythagoriciens courants: (3,4, 5),(5,12,13), (8,15,17)

Théoréme de Thales AM AN _ MN
- (MN) || (BC)dans le triangle ABC=> — = — = —
AB  AC.  BC
- Réciproque : rapports égaux = droites paralleles
- Application directe : calculer une longueur inconnue par proportionnali-
te

Triangles semblables
- Critéere AA : deux angles égaux suffisent
. Rapport de similitude k : cotés dans le rapport k, aires dans le rapport k>

QCM — Pythagore et Thaleés

Une seule réponse correcte par question.

1. Dansun triangle rectangle, les cathétes mesurent9 et 12. L'hypoténuse me-
sure:

2. Un triangle de c6tés 6, 8, 11 est-il rectangle?
a) Oui,car6+8 > 11
b) Oui, car 62 + 8% =100 = 112

c) Non, car 62 4+ 82 =100 # 121

d) On ne peut pas savoir sans les angles

68



8.3. TRIANGLES SEMBLABLES

. Dans un triangle ABC, (MN) || (BC), AM = 5, AB = 20, BC = 16. La longueur
MN vaut:

a) 4

0O O

)
)
)

o

4

. Sideuxtriangles ont un rapport de similitude k = 3, le rapport de leurs aires
est:

O

<I©C7\UJ
w

0

)
)
)
)

[oF

. La diagonale d'un rectangle de dimensions 5 X 12 mesure :

a) 13
b) 17
c) V17
d) 1119
. Dans un triangle ABC, M € [AB], N € [AC] avec % = % = § Quelle

affirmation est vraie?

a) (MN) L (BC)

b) (MN) || (BC) et MN = %BC

c) MN = BC
)

d 5

(MN) || (BC) et MN = ~BC

. Un escalier a des marches de 20 cm de hauteur et 25 cm de profondeur. La
longueur de la rampe par marche est :

a) 30cm

b) V1025 ~ 32cm
c) 45cm
)

d) /625 =25cm

. Critere de similitude AA signifie:

a) Deux cotés égaux suffisent

b) Deux angles égaux suffisent

c) Tous les c6tés sont proportionnels
d) Un angle et un c6té égaux suffisent

Réponses:1-c 2-¢c 3-a 4c 5a 6-b 7-b 8-b
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Chapitre 9

Cercles et angles inscrits

Le cercle fascine depuis toujours. Pour les Grecs, c'était la forme
parfaite — sans début ni fin, sans angle, sans défaut. Aristote pen-
sait que les astres se deplacaient en cercles parce que le cercle
était la seule figure digne du ciel. Il avait tort sur les astres, mais
les mathématiques lui donnent raison sur I'élégance : peu de fi-
gures géomeétriques recélent autant de propriétés surprenantes.
Un angle inscrit qui vaut toujours la moitie de I'angle au centre.
Un angle dans un demi-cercle qui est toujours droit. Des cordes
qui se coupent selon des proportions fixes. Le cercle est généreux
en théoremes.

9.1 Vocabulaire du cercle

Définition 9.1 — cercle et disque.

Le cercle de centre O et de rayon r > 0 est 'ensemble des points du plan

a distancerde O:
e o,r)={M € R2 | OM = r}.

Le disque est I'intérieur du cercle : {M | OM < r}.

Définition 9.2 — éléments d’un cercle.

- Corde : segment joighant deux points du cercle

- Diameétre : corde passant par le centre (d = 2r)

- Arc : portion du cercle entre deux points

- Secteur : région délimitée par deux rayons et un arc
- Tangente : droite touchant le cercle en un seul point
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CHAPITRE 9. CERCLES ET ANGLES INSCRITS

Proposition 9.3 — tangente et rayon.

La tangente en un point T d'un cercle est perpendiculaire au rayon OT.

9.2 Angle au centre et angle inscrit

Définition 9.4 — angle au centre.

Un angle au centre est un angle dont le sommet est le centre O du cercle.
Il intercepte un arc.

Définition 9.5 — angle inscrit.

Un angle inscrit est un angle dont le sommet est un point du cercle et
dont les c6tés coupent le cercle en deux autres points. Il intercepte le
méme arc que I'angle au centre correspondant.

Théoreme 9.6 — angle inscrit et angle au centre.

L'angle inscrit est égal a la moitié de I'angle au centre qui intercepte le
méme arc:

mzé,@,

ou O est le centre et A4, B, M sont sur le cercle.

Corollaire 9.7 — angles inscrits sur le méme arc.
Tous les angles inscrits interceptant le méme arc sont égaux.

9.3 Angle dans un demi-cercle

Théoreme 9.8 — angle de Thalés.

Tout angle inscrit dans un demi-cercle est droit. Autrement dit, si [AB] est
un diameétre et M un point du cercle distinct de A et B, alors AMB = 90°.
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Théoréme 9.9 — réciproque.

Si AMB = 90° et M est sur le cercle de diamétre [AB], alors [AB] est un
diametre.

Exemple 9.1. Pour trouver le centre d'un cercle passant par A, M, B avec AMB = 90°:
le centre est le milieu de [AB].

9.4 Puissance d'un point

Théoréme 9.10 — cordes sécantes.
Si deux cordes [AC] et [BD] se coupent en P a I'intérieur d'un cercle :

PA -PC =PB-PD.

Théoréme 9.11 — sécantes depuis I'extérieur.

Si deux sécantes issues d'un point extérieur P coupent le cercleen A, C et
B, D respectivement :
PA -PC =PB-PD.

Ce produit commun est |la puissance de P par rapport au cercle : 7(P) =
PO? —r2.

Cercles orthogonaux. Deux cercles sont orthogonaux s'ils se coupent a
angle droit, c'est-a-dire si les tangentes en chaque point d'intersection
sont perpendiculaires.

Condition analytique : si les cercles ont centres O, O, et rayonsry, 1, :

2 _ 2 2
0,05 =r1r{ +15.

La puissance d'un centre par rapport a l'autre cercle est alors rl2 (resp. rzz).

Exercices

Exercice 9.1. Dans un cercle de centre O, I'angle au centre AOB = 80°.
a) Quel estl'angle inscrit AMB si M est sur le grand arc?

b) Quel est I'angle inscrit ANB si N est sur le petit arc?

Exercice 9.2. [AB]estun diametre de cercle, M est un point du cercle. On sait
que AM =6 et AB = 10.
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CHAPITRE 9. CERCLES ET ANGLES INSCRITS

a) Justifier que AMB = 90°.

b) Calculer BM.

c) Calculer l'aire du triangle AMB.
Exercice 9.3. ABCD eft un quadrilatére inscrit dans un cercle (quadrilatere
cyclique). On sait que A = 75°.

a) Calculer C.

b) Side plus B = 110°, calculer D.

Exercice 9.4. Deux cordes [AC] et [BD] d'un cercle se coupent en P. On sait
que PA = 3, PC = 8, PB = 4. Calculer PD.

Exercice 9.5. Un point P est a distance 10 du centre O d'un cercle de rayon 6.
Une tangente issue de P touche le cercle en T. Calculer PT.

Résumé du chapitre

Angle au centre et angle inscrit
. . 1 . : .
- Angle inscrit = - angle au centre (méme arc intercepté)

- Tous les angles inscrits sur le méme arc sont égaux
- Angle inscrit dans un demi-cercle = 90°

Quadrilatére cyclique
- Angles opposés supplémentaires: A + C = 180°

Tangente
- Tangente 1 rayon au point de contact

- Longueur de tangente depuis P : PT =V PO? —r2

Puissance d'un point
- Cordes sécantes intérieures: PA - PC = PB - PD
- Sécantes extérieures: méme formule
. Puissance : m(P) = PO? — r?

QCM — Cercles et angles inscrits

Une seule réponse correcte par question.

1. L'angle au centre vaut 120°. L'angle inscrit interceptant le méme arc vaut :
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. Deux angles inscrits interceptant le méme arc sont:

a
b
c
d

Supplémentaires
Complémentaires
Egaux

L'un double de I'autre

)
)
)
)

. Dans un quadrilatére cyclique ABCD,E = 82°. Alors C vaut :

. Un point P est a distance 13 du centre d'un cercle de rayon 5. La longueur
de la tangente issue de P vaut :

8

O o
—

2

)
)

c) V194
)

[oX
—

8

. Deux cordes se coupent en P avec PA =4, PC =9, PB = 6. Alors PD vaut :

a) 4
b) 6
c)%
d)g

. Latangente en T a un cercle de centre O est :

a
b
c
d

Paralléle au rayon OT
Perpendiculaire au rayon OT
Sécante au cercle en un autre point
Confondue avec le diameétre

—_— — —
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8. L'angle au centre vaut 200°. L'angle inscrit du c6té du petit arc vaut :

Réponses:1-c 2-c 3c 4b 5b 6-b 7-b 8-a

76



Chapitre 10

Trigonométrie dans le triangle rec-
tangle

Hipparque de Nicée, astronome grec du /€ siecle avant notre ére,
voulait mesurer la distance entre la Terre et la Lune. Sans téles-
cope, sans satellite, avec seulement des angles et de la géomé-
trie. Il construisit la premiére table de cordes — I'ancétre de nos
tables trigonomeétriques — et obtint une estimation remarquable-
ment précise. Deux mille ans plus tard, les mémes rapports entre
angles et longueurs permettent a un ingénieur de calculer la hau-
teur d’'un pont, @ un navigateur de tracer sa route, a un physicien
de décomposer des forces. La trigonomeétrie est la géomeétrie mise
en calcul.

10.1 Les rapports trigonométriques

Définition 10.1 — sinus, cosinus, tangente.

Dans un triangle rectangle d'angle aigu a, en notant les cétés par rapport
aa:

- cOté adjacent a o : adj

- cOté opposé a a : opp

- hypoténuse : hyp
On définit :
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CHAPITRE 10. TRIGONOMETRIE DANS LE TRIANGLE RECTANGLE

C
hypoténuse
opposé
d []
A adjacent B

Remarque10.l. Le moyen mnémotechnique:SOH-CAH-TOA (Sinus=Opposé/Hypoténuse,
Cosinus = Adjacent/Hypoténuse, Tangente = Opposé/Adjacent).

10.2 Angles remarquables

Proposition 10.2 — valeurs exactes.
a | 30° 45° 60°
sina | = 2
2 2 2
cosa R CR
2 2 2
1
tana e 1 \/5

=

Exemple 10.1. Triangle équilatéral de cété 2 : la hauteur vaut h = 2sin60° =2 - — =

2
\3.
10.3 Relations fondamentales

Proposition 10.3 — relations trigonométriques de base.

Pour tout angle aigu « :

.2
sin“a+cos?a =1,

sina
tana = ,
cosa
sina = cos(90° — a), cosa = sin(90° — a).

10.4 Résolution de triangles rectangles

Définition 10.4 — résolution d’un triangle.

Résoudre un triangle, c'est déterminer tous ses cotés et tous ses angles a
partir de données suffisantes. Pour un triangle rectangle, deux éléments
suffisent (en dehors de I'angle droit) : un angle et un c6té, ou deux cotés.
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Exemple 10.2. Triangle rectangle en B, a« = 35°, hypoténuse ¢ = 10.

a=csina =10sin35° ~ 5,74
b=ccosa=10cos35° ~ 8,19
B =90° — 35° = 55°

Exemple 10.3. Triangle rectangleen B,a=5,b=7.

a 5 5
tana=— == = arctan| = | ~ 35,5°.
a=p=77@ (7)

c=Va2+b2=ﬁz8,6O.

Proposition 10.5 — aire d’un triangle.

L'aire d'un triangle de cbtés a, b et d'angle inclus y :

A = %absiny.

Formule de I'aire généralisée et premiéres applications. Laformule A =
1 . : .
Eab siny vaut pour tout triangle, pas seulement les triangles rectangles.

Elle relie directement I'aire a deux cbtés et I'angle qu'ils forment.
Application. Un parallélogramme de cétés a et b avec angle 6 a pour aire
A = absin 6. Pour 6 =90°: on retrouve A = ab.

Exercices

Exercice10.l. Danschaquetrianglerectangle en B, calculer les éléments man-
quants (arrondir au dixieme) :

a) a =40° c =15 (hypoténuse)
b) a =62° a =9 (coté opposé a a)

c) a=6,b=11 (cétés de I'angle droit)

Exercice 10.2. Sans calculatrice, calculer exactement :
a) sin 30° + cos 60°
b) tan45° - cos45°
22 o 2 o
c) sin”30° + cos” 30

sin 60°

cos 60°

79



CHAPITRE 10. TRIGONOMETRIE DANS LE TRIANGLE RECTANGLE

Exercice 10.3. Du haut d'une falaise, on observe un bateau en mer avec un
angle de dépression de 18°. La falaise mesure 85 m. Quelle est la distance hori-
zontale entre le pied de |a falaise et le bateau?

Exercice 10.4. Calculer 'aire d'un triangle isocéle dont les deux cotés égaux
mesurent 8 cm et forment un angle de 50°.

o o .2 . . .
Exercice 10.5. En utilisant sin“ a + cos? a = 1, simplifier les expressions :

2
a) sin“a + cos?a +tan®a - cos?a

2

l—cos“a
b

(pour sina # 0)

sina

Résumé du chapitre

Définitions (SOH-CAH-TOA)

. dj
smocz(;;;g, cosa:ﬁ—J, tana:%
Angles remarquables

a |30° 45° 60°

sin| = 2B

2 2 2

2 2 2
tan 7 1 \/E

Relations fondamentales

)
- sin“a+cosfa=1
sina

- sina = cos(90° — a)

Résolution et aire
- Deux éléments suffisent (hors angle droit)
. 1 .
- Aire A = Eabsmy

QCM — Trigonométrie dans le triangle rectangle

Une seule réponse correcte par question.

1. Dans un triangle rectangle, a = 30° et 'hnypoténuse = 10. Le coté opposé a
avaut:
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10.4. RESOLUTION DE TRIANGLES RECTANGLES

O w

2009
&Iss‘“%
EE

1
a) -

2
b)g
c)g
d) 1

. 3 s
. Dans un triangle rectangle en B, tana = n etb =8.Lecbtéavaut:

a) 6
o) 2
33
c) -
4
d) 10

. sin®60° + cos? 60° vaut :

a)%
b)i
c) 1
d) /3

. Un observateur voit le soommet d'une tour sous un angle d'élévation de 25°,
a 60 m de la base. La hauteur de |a tour est approximativement :

a) 25m
b) 28 m
c) 54m
d) 66 m

. sin(90° — a) est égal a:
a) sina

b) —sina
C) cosa
d) tana

. L'aire d'un triangle de c6tés 6 et 9 avec angle inclus 60° vaut :

a) 27
273

2
c) 54
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CHAPITRE 10. TRIGONOMETRIE DANS LE TRIANGLE RECTANGLE

d) 274/3

8. Dans un triangle rectangle en B, & = 50° et a = 7. L'hypoténuse vaut ap-
proximativement :
a) 5,4
b) 9,1
c) 10,9
d) 8,4

Réponses:1-b 2-¢c 3-a 4c 5b 6-¢c 7-b 8-Db
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Deuxiéme partie

Deuxieme année
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Chapitre 1

Géométrie analytique

Paris, 1637. René Descartes, alité par la fievre, observe une mouche
se déplacer au plafond. Il se demande comment décrire sa posi-
tion avec précision. Deux hombres suffisent : la distance au mur
du fond, la distance au mur latéral. L'idée semble triviale. Elle va
pourtant unifier pour toujours la géomeétrie et l'algebre. Désormais,
une courbe est une équation, et une équation est une courbe. La
droite, le cercle, la parabole — tous deviennent des objets qu'on
peut calculer, pas seulement contempler.

1.1 Rappels: distance et milieu

Proposition 11.1 — distance entre deux points.
La distance entre A(x;,y;) et B(x,,y,) est:

AB = \/(xz —x1)% + (¥ —y1)*

Proposition 11.2 — milieu d’un segment.
Le milieu M de [AB] a pour coordonnées :

X1 +X Y1 +J’2>

M=
(5255
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CHAPITRE 11. GEOMETRIE ANALYTIQUE

1.2 Equation d'une droite

Définition 1.3 — formes d’une droite.

- Forme explicite:y =ax+b
- Forme générale:ax+ fy+y =0, (a, ) # (0,0)
- Forme normale: 7 - AM = 0, ol 1 est un vecteur normal a la droite

Proposition 11.4 — distance d’un point a une droite.
La distance du point P(xq, ) a la droiteax + fy +y =0 est:

d = |axo+BJ’0+V|-

Exemple 11.1. Distance du point P(3,1) a ladroite2x —y+1=0:

B3 -1+1 _ 6 _ 65

d=="2 — - _— ==

Viel S

1.3 Equation d'un cercle

Définition 11.5 — équation cartésienne d’un cercle.
Le cercle de centre Q(a, b) et de rayon r a pour équation :

(x—a)y+(y-by=r

Développée : x% + y? — 2ax — 2by + (a® + b*> — r?) = 0.

Proposition 11.6 — forme générale d’un cercle.

Toute équation de laforme x?4+y?+Dx+Ey+F = O représente un cercle de
D2+E2 D2+E?

D E . .
centre Q<_Z’_E) etderayonr = — F,a condition que —F >
0.

Exemple11.2. x?4+y?—4x+6y—3 =0.Centre:(2,—3).Rayon:r =14 +9+3 =116 =4
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1.4. INTERSECTIONS

1.4 Intersections

Proposition 11.7 — droite et cercle.

Pour trouver les intersections d'une droite et d'un cercle, on substitue
I'’équation de la droite dans celle du cercle. On obtient une équation du
second degré dont le discriminant A indique :

- A > 0:deux points d'intersection (sécante)

- A =0:un point (tangente)

- A < 0:aucun (extérieure)

Exemple11.3. Intersectiondey =x+1letx?+y? =5:x>+(x+1)?> = 5= 2x*>4+2x—4 =
0=>x*+x—-2=0A=9>0:x=10ux= -2 Points:(1,2) et (=2,—1).

Faisceaux de droites. L'ensemble de toutes les droites passant par un
point P(a, b) forme un faisceau. Si deux droites d; et d, sont d’équations
fi(x,y) = 0et f(x,y) = 0, toute droite du faisceau passant par leur inter-
section s'écrit :

Afl(xay) +/,Lf2(x,y) =0, (/Llu) :l'é (0’ 0)

Ceci permet de trouver élégamment des droites satisfaisant des condi-
tions supplémentaires.

Exercices

Exercice 11.1. Soient A(1, 3), B(5,6), C(—2,1).
a) Calculer AB, AC, BC.
b) Trouver le milieu de [AB].

c) Le triangle ABC est-il rectangle?

Exercice 11.2. Trouver I'équation de la droite:
a) passant par A(2,5) et B(—1,2)
b) perpendiculaire a 3x —y + 2 = 0 passant par P(1,4)

c) équidistante de A(0,0) et B(4,2) (médiatrice de [AB])

Exercice 11.3. Trouver le centre et le rayon :
a) (x=32+@+1)2=16

b) x>+ y*—6x+4y+4=0
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CHAPITRE 11. GEOMETRIE ANALYTIQUE

Exercice 11.4. Trouver les points d'intersection du cercle x? + y?> = 25 et de la
droite y = 2x.

Exercice11.5. Montrer que ladroite y = 2x—5est tangente au cercle x2+y? = 5
et trouver le point de tangence.

Résumé du chapitre

Distance et milieu
- AB = \/(xz - x1)2+ 2 —y1)?

oy X1+X +
. Milieu: M = (%,%

Droites
- Explicite:y=ax+b Générale:ax+pBy+y=0

. . . laxo+Byoty|
- Distance de P(xg,yg) aax+By+y=0:d = Ny

Cercles
- (x —a)*>+ (y = b)?> = r> — centre Q(a, b), rayon r
. Forme générale: x>+ y? + Dx+Ey+F =0
- Droite/cercle : substituer et analyser A

QCM — Géométrie analytique

Une seule réponse correcte par question.

1. La distance entre A(1,2) et B(4,6) est :

a) 5
b) 7
c) V7
d) 25

2. Le milieu de [AB] avec A(—2,4) et B(6,0) est :

a) (4,2)
b) (2,2)
c) (2,4)
d) (4,4)

3. Lecentreducerclex?+y> —4x +2y—4=0est:

a) (-2,1)
b) (4,-2)
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1.4. INTERSECTIONS

c) (2,-1)
d) (—4,2)

4. Ladroite y = x + 3 est par rapport au cercle x? + y?> = 4:

a) Sécante

b) Tangente

c) Extérieure
d) Confondue

5. La distance du point P(1,1) a ladroite 3x + 4y —5=0est:

2
a) -

5
b) 2
c)g
d 1

6. Quelle équation représente un cercle de rayon 3 centré en (1,—2)?

) (x+1)2?+(y—-2)P%=3
b) (x—12+(y+2)?=9
c) (x—1%+@-22¢=9
d (x+1)2+@+2)2=9

Q

7. La médiatrice de [AB] avec A(0,0) et B(2,0) a pour équation :

a) y=

b) x=0
c) x=1
d y=x

8. Combien de points d'intersection onty = x et x> + y? = 1?

a) 0
b) 1
c) 2
d) 3

Réponses:l-a 2-b 3c 4c 5a 6-b 7-¢c 8-c

89



CHAPITRE 1. GEOMETRIE ANALYTIQUE

90



Chapitre 12

La géométrie pour démontrer

Les Eléments d’Euclide commencent par cing postulats. Le cin-
quieme — dit « postulat des paralleles» — a tourmenté les mathé-
maticiens pendant deux mille ans. Il semblait moins évident que
les quatre autres. Des générations ont tenté de le démontrer a par-
tir des quatre premiers, en vain. Au XIX€ siecle, on découvrit qu'on
pouvait le nier et obtenir une géométrie cohérente : la géométrie
hyperbolique. La lecon : en géométrie, ce qu'on démontre dépend
de ce qu'on admet. Rien n'est gratuit. Mais dans notre cadre eucli-
dien, les outils sont puissants et les démonstrations, élégantes.

12.1 Congruence des triangles

Définition 12.1 — triangles congruents.

Deux triangles sont congruents s'ils ont les mémes angles et les mémes
cotés (ils sont superposables).

Proposition 12.2 — critéres de congruence.

Deux triangles sont congruents si :
- CCC : trois cotés égaux deux a deux
- CAC : deux cbtés et I'angle inclus égaux
- ACA :deux angles et le coté inclus égaux
- ACC : angle droit, hypoténuse et un cété égaux
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CHAPITRE 12. LA GEOMETRIE POUR DEMONTRER

12.2 Similitude des triangles

Proposition 12.3 — critéres de similitude.

Deux triangles sont semblables si :
- AA : deux angles égaux
- SAS : deux cbtés proportionnels et angle inclus égal
- SSS : trois cotés proportionnels

Remarque 12.1. Congruence = similitude (rapport k = 1), mais pas l'inverse.

12.3 Quadrilatéres remarquables

Définition 12.4 — quadrilatéres.

- Parallélogramme : c6tés opposés paralleles deux a deux
- Rectangle : parallélogramme avec un angle droit

- Losange : parallélogramme avec quatre cotés égaux

- Carré : rectangle et losange

- Trapéze : une seule paire de cotés paralleles

Proposition 12.5 — propriétés du parallélogramme.

Dans un parallélogramme ABCD :
- Les cotés opposés sont égaux: AB = CD, BC = DA
- Les diagonales se coupent en leur milieu
- Les angles opposés sont égaux

Proposition 12.6 — propriétés du rectangle.

Dans un rectangle, les diagonales sont égales et se coupent en leur milieu.
Réciproque : si les diagonales d'un parallélogramme sont €gales, c’est un
rectangle.

Proposition 12.7 — propriétés du losange.

Dans un losange, les diagonales sont perpendiculaires et se coupent en
leur milieu. Réciproque : si les diagonales d'un parallélogramme sont per-
pendiculaires, c'est un losange.
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12.4. LIEUX GEOMETRIQUES

12.4 Lieux géométriques

Définition 12.8 — lieu géométrique.

Un lieu géométrique est 'ensemble de tous les points satisfaisant une
propriété donnée.

Proposition 12.9 — lieux classiques.

- Points équidistants de deux points A et B : médiatrice de [AB]

- Points équidistants de deux droites : bissectrice de I'angle formé
- Points a distance r d'un point O : cercle de centre O et rayon r

- Points voyant [AB] sous angle droit : cercle de diamétre [AB]

12.5 Constructions a la régle et au compas

Les constructions classiques utilisent uniquement :
- Laregle non graduée (tracer des droites)
- Le compas (tracer des cercles, reporter des longueurs)

Proposition 12.10 — constructions fondamentales.

- Médiatrice d'un segment

- Bissectrice d'un angle

- Perpendiculaire a une droite par un point
- Paralléle a une droite par un point

- Division d'un segment en n parties égales

Problémes de construction impossibles. Trois problémes ont occupé
les Grecs pendant des siécles :
- Quadrature du cercle : construire un carré d'aire égale a un cercle
donné
- Duplication du cube : construire un cube de volume double d'un
cube donné
- Trisection de I'angle : diviser un angle quelconque en trois parties
égales
Ces trois constructions sont impossibles a la régle et au compas seuls —
fait démontré au XIX® siécle grace a la théorie de Galois.

Exercices
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CHAPITRE 12. LA GEOMETRIE POUR DEMONTRER

Exercice 12.1. Dans chaqgue cas, déterminer si les triangles sont congruents
et citer le critére utilisé :

a) ABC et DEF avec AB=DE =5 BC =EF =7,AC=DF =9
b) GHI etJKLavec G =J=50°,GH=JK =6 H =K = 70°
c) MNP et QRS rectanglesen N et R, MN = QR = 3, hypoténuses MP = QS =
5
Exercice 12.2. Soit ABCD un parallélogramme avec A(0,0), B(4,0), C(5, 3).
a) Trouver les coordonnées de D.
b) Vérifier que les diagonales se coupent en leur milieu.
c) Est-ce unrectangle? un losange?

Exercice 12.3. Décrire et construire le lieu géométrique des points M du plan
équidistants de A(1,0) et B(5,0). Trouver son éguation.

Exercice 12.4. Démontrer que les diagonales d'un rectangle sont égales.

Exercice 12.5. Dans le triangle ABC, A = 50°, B = 70°. Un triangle DEF a D =
50° et F = 60°. Les triangles sont-ils semblables?

Résumé du chapitre

Congruence (triangles superposables)
- CCC, CAC, ACA, ACC (rectangle)

Similitude (triangles proportionnels)
- AA, SAS, SSS
. Rapport k : cotés xk, aires xk?

Quadrilateres
- Parallélogramme : diagonales se coupent en leur milieu
- Rectangle : diagonales égales
- Losange : diagonales perpendiculaires
- Carré :les deux a la fois

Lieux géométriques classiques
- Equidistant de A et B — médiatrice de [AB]
- Angle droit sur [AB] — cercle de diamétre [AB]
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12.5. CONSTRUCTIONS A LA REGLE ET AU COMPAS

QCM — La géométrie pour démontrer

Une seule réponse correcte par question.

1. Deux triangles ont trois cotés égaux deux a deux. lls sont :

a) Semblables seulement

b) Congruents (critere CCC)

c) Nicongruents ni semblables

d) Semblables mais pas forcément congruents

2. Critere de similitude AA signifie:

a) Deux c6tés et un angle égaux
b) Deux angles égaux suffisent

c) Trois angles égaux nécessaires
d) Deux cotés adjacents égaux

3. Dans un parallélogramme, les diagonales :

a) Sont perpendiculaires

b) Sont égales

c) Se coupent en leur milieu
d) Forment un angle de 90°

4. Un losange est un parallélogramme dont :

a) Les angles sont droits

b) Les diagonales sont égales

c) Les quatre cotés sont égaux

d) Les diagonales se coupent en leur milieu

5. Le lieu des points équidistants de A et B est :

a) La droite AB

b) Le cercle de diametre [AB]
c) La médiatrice de [AB]

d) La bissectrice de AOB

6. Siles diagonales d'un parallélogramme sont égales, c'est :

a) Un losange
b) Uncarré

c) Unrectangle
d) Un trapéze

7. Deux triangles ont des angles 40°, 60°, 80° et des c6tés dans le rapport 2. IIs
sont:
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CHAPITRE 12. LA GEOMETRIE POUR DEMONTRER

a) Congruents

b) Semblables mais non congruents
c) Nil'un nilautre

d) Congruents et semblables

8. La trisection d'un angle a la regle et au compas:

a) Est toujours possible

b) Est possible seulement pour 90°
c) Estimpossible en général

d) Est possible avec un rapporteur

Réponses:1-b 2-b 3-¢c 4c 5c 6-¢c 7-b 8-
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Chapitre 13

Fonctions polynomiales

Au XVI€ siecle, les algébristes italiens se lancaient des défis publics :
résoudre des equations cubiques en moins de temps que l'adver-
saire. Tartaglia découvrit une méthode pour le degré 3, la confia
sous serment a Cardan, qui la publia quand méme. Un scandale
mathématique. Mais derriére la dispute, une vérité profonde : les
polynémes de degré 3 et 4 ont des formules de résolution. Degree
5?7 Abeldémontraen 1824 qu’iln’y en a pas. Pas de formule. Jamais.
Les polynébmes, simples en apparence, cachent des abimes.

13.1 Généralités

Définition 13.1 — polynéme.
Un polynéme de degré n est une fonction :

P(x) = apx™ + a1 X"t + - + ayx + ay,

avec a, # 0. Le coefficient q,, est le coefficient dominant.

Proposition 13.2 — allure générale.

Pour |x| = 400, P(x) se comporte comme a,x" :
- npair,a, > 0:P(x) > +oo des deux cotés
- nimpair, a, > 0: P(x) > —oo a gauche, +o0 a droite
- Sighsinverséssia, <0
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CHAPITRE 13. FONCTIONS POLYNOMIALES

13.2 Division euclidienne

Théoréme 13.3 — division euclidienne des polynémes.

Pour tout polyndme A et tout polyndme B # 0, il existe des polyndmes Q
(quotient) et R (reste) uniques tels que:

A=B-Q+R, degR < degB.

Exemple13.1. Diviser A(x) =2x3 —3x? 4+ x—5parB(x) =x—2:
2x3=3x24+x-5=(x-2)2x*+x+3) + 1.

Reste:R =1.

13.3 Théoréme du reste et des racines

Théoréme 13.4 — du reste.
Le reste de la division de P(x) par (x — a) est P(a).

Théoreme 13.5 — des racines.
a est racine de P (i.e. P(a) = 0) si et seulement si (x — a) divise P(x).

Exemple13.2. P(x)=x3—-6x2+11x—6.P(1)=1—-6+11—6 = 0:donc (x — 1) divise
P. Division : P(x) = (x = 1)(x? = 5x + 6) = (x — 1)(x — 2)(x — 3).

13.4 Factorisation sur R

Proposition 13.6 — factorisation compléte.

Tout polyndme a coefficients réels se factorise sur R en un produit de fac-
teurs linéaires (x — a) et de trinémes irréductibles (x? + bx + ¢) avec A < 0.

Multiplicité des racines. Si (x — a) divise P mais pas (x — a)**1, on dit
que a est une racine de multiplicité k. Géométriquement : la courbe est
tangente a 'axe des x en asi k > 2 (elle ne le traverse pas si k est pair).
Exemple. P(x) = (x — 1)?(x + 2) : racine double en 1 (tangence), racine
simple en =2 (traversée).

Exercices
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13.4. FACTORISATION SUR R

Exercice 13.1. Effectuer les divisions euclidiennes :
a) x>+2x2—5x—6par(x+1)

b) 2x3 —x?>+3x —1par (x> +1)

Exercice 13.2. Factoriser complétement :
a) P(x) = x3 — 7x + 6 sachant que 1 est racine

b) Q(x) = x*—5x*>+4

Exercice 13.3. Etudier le signe de P(x) = (x + 2)(x — 1)*(x — 3).

Exercice 13.4. Trouver un polynéme de degré 3, coefficient dominant 2, avec
racines —1, 0 et 3.

Exercice13.5. Sanseffectuerladivision,trouver le reste de la division de P(x) =
x100 — 3x30 + 2 par (x — 1).

Résumé du chapitre

Division euclidienne
-A=B-Q+RavecdegR < degB
- Reste de P divisé par (x —a):R = P(a)

Racines
- P(a)=0 < (x—a)diviseP
- Stratégie : tester des valeurs entiéres simples (+1,+2...)
- Polynéme de degré n: au plus n racines réelles

Factorisation
- Trouver une racine q, diviser par (x — a), recommencer
- Facteursirréductibles sur R : linéaires ou trinbmes A < 0

QCM — Fonctions polynomiales

Une seule réponse correcte par question.

1. Le reste de la division de P(x) = x> —2x + 1 par (x — 1) est :
a) o0
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CHAPITRE 13. FONCTIONS POLYNOMIALES

2. x = 2 est racine de P(x) = x> — 8. Alors:

a) (x+ 2)divise P
b) (x —2) divise P
c) P2)=1

d) (x? —4) divise P

3. Le polynéme P(x) =x*+1a:

a) 4 racines réelles

b) 2 racines réelles

c) 1racineréelle

d) Aucune racine réelle

4, (x—1)(x+2)?>s'annuleen:

a) x = 1seulement
b) x = —2 seulement
c) x=1letx=-2
d x=-letx =
5. Pour x = +00, P(x) = —3x° + x? — 1 tend vers :
a) +oo
b) —c0
c) —1
d) 0

6. Le quotientde x3 — 1 par (x — 1) est :

a) x2+x+1
) x> —x+1
) x2+1
) x> -1

Q o T

7. Un polyndme de degré 3 peut avoir:

a) 0 ou 2 racines réelles

b) 1 ou 3 racines réelles

c) Exactement 3 racines réelles
d) Au plus 2 racines réelles

8. P(x) = (x — 1)*(x + 3) change de signe en :

a) x=1letx=-3
b) x = —3 seulement
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c) x =1seulement
d) Nienlnien -3

Réponses:1l-a 2-b 3-d 4c 5b 6-a 7-b 8-b
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Chapitre 14

Fonctions rationnelles

L'asymptote est une idée étrange : une droite qu’'une courbe ap-
proche indéfiniment sans jamais la toucher. Le mot vient du grec
asumptotos — « qui ne tombe pas ensemble». Les Grecs connais-
saient déja I'hyperbole et ses asymptotes. Mais c'est avec l'ana-
lyse moderne qu’on comprend pourquoi : une fonction rationnelle,
quand son dénominateur s'‘annule, explose vers l'infini. Quand x
part a l'infini, elle s‘approche d’'une droite. L'infini, en mathéma-
tiques, a plusieurs vitesses.

14.1 Définition et domaine

Définition 14.1 — fonction rationnelle.
Une fonction rationnelle est un quotient de polynémes:

_ 26
e

definie pour Q(x) # 0. Son domaine est Dy = R\ {x | Q(x) = 0}.

f)

14.2 Asymptotes

Définition 14.2 — asymptote verticale.

La droite x = a est une asymptote verticale de f si |f(x)| — 400 quand
X — a. Cela se produit quand Q(a) = 0 et P(a) # 0.
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CHAPITRE 14. FONCTIONS RATIONNELLES

Définition 14.3 — asymptote horizontale.

La droite y = L est une asymptote horizontale si f(x) - L quand x - *co.
- degP < degQ:asymptotey =0
an

- degP = degQ : asymptote y = . (rapport des coefficients domi-

n

nants)
- deg P > deg Q : pas d'asymptote horizontale

Définition 14.4 — asymptote oblique.
Sideg P = deg Q + 1, la division euclidienne donne:

_ R(x)
f(x)—ax+b+@,

et y = ax + b est une asymptote oblique.

x*+1

S 2 .
Exemple 14.1. f(x) = Division: f(x) = x+ 1+ -1 Asymptote verticale :

x = 1. Asymptote oblique:y = x + 1.

14.3 Etude compléte

Pour étudier une fonction rationnelle:

1. Domaine de définition

2. Asymptotes (verticales, horizontale ou oblique)

3. Signe du numeérateur et du dénominateur

4, Tableau de variations (dérivée — au chapitre suivant)

5. Graphe
Exemple 14.2. f(x) = 2x=3
x+1
- Dy =R\ {-1}

- AV:x =—-1;AH:y =2 (degrés égaux, % =2)

. 3
. Zero:x=5

Décomposition en éléments simples. Toute fraction rationnelle avec
deg P < deg Q se décompose en somme de fractions simples du type :

A oL Bx+C
(x — ) G2+ px + QF

3 1 172 1/2
x2—-1 (x—1Dx+1) x-1 x+1

Exemple.

Exercices
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14.3. ETUDE COMPLETE

Exercice 14.1. Déterminer le domaine et les asymptotes de:

2) f0) = =
0) 80) = 5
Q) h(x) = ’;2 f;
Exercice 14.2. Etudier le signe de f(x) = (x—xl)#
Exercice 14.3. Résoudre:
a) it; =3
b) xil +%=2 (x # 0,—1)
Exercice 14.4. Trouver I'asymptote oblique de f(x) = % et la dis-

tance du point (3, f(3)) a cette asymptote.

2<2.

Exercice 14.5. Résoudre X+

Résumé du chapitre

Asymptotes
- Verticalex =a:Q(a) =0,P(a) #0
- Horizontale : deg P < deg Q — limite a I'infini
- Oblique :deg P = deg Q + 1 — quotient de la division euclidienne

Etude du signe
- Factoriser Pet Q
- Tableau de signes : zéros de P et pdles de Q
- Le signe change aux zéros simples, pas aux zéros doubles

Inéquations

LA . . - . . . .
- Ramener a % < 0, jamais multiplier par le dénominateur sans étudier
X

son signe
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CHAPITRE 14. FONCTIONS RATIONNELLES

QCM — Fonctions rationnelles

Une seule réponse correcte par question.

—

. L'asymptote horizontale de f(x) =

2. Le domaine de f(x) =

3. fo)=

admet:
1

a)
b)
c)
d)

Aucune asymptote

. 2
4, | 'égquation o

+1
a) x=1
b) x=2
c) x= 3
d) x=
5. f(x)= ; est positive pour:
a) x € (—2, 3)
b) x € (—o0,—2) U (3,+00)
c) x € (—00,3)
)

d) x € (3,+0)

6. SidegP < degQ, alors f = P/Q admet:

a) Une asymptote oblique

b) L'asymptote horizontale y =0

c) Aucune asymptote
)

Une asymptote verticaleen x =0

106

Une asymptote horizontaley =0
Une asymptote obliquey =x —1
Une asymptote obliquey = x+1

=1 a pour solution:

3x+1
_2'




14.3. ETUDE COMPLETE

7. La solution de <0Oest:
a) [-1,1]
b) (-1,1)
c) [-1,1)
d) (—=oco0,—1]U[1,+00)
1 .
8. f(x)= pop admet:
a) UneAVenx=1
b) Une AH eny =0 et aucune AV
c) UneAHeny=1
d) Deux AVenx = =*1

Réponses:1-c 2-¢c 3-b 4-a 5b 6-b 7-¢c 8-b
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Chapitre 15

Fonctions exponentielles

1798. Thomas Malthus publie son Essai sur le principe de popula-
tion : si rien ne l'arréte, une population croit de maniére exponen-
tielle. Une bactérie se divise en deux toutes les vingt minutes : en
un jour, une seule bactérie donne 27? descendants — plus que le
nombre d'‘atomes dans votre corps. La croissance exponentielle
est la croissance la plus rapide qui existe. Et la décroissance ex-
ponentielle — le carbone 14, les médicaments dans le sang — est
la plus douce des disparitions. La méme fonction, les deux visages
du temps.

15.1 La fonction exponentielle a*

Définition 15.1 — fonction exponentielle de base a.

Pour a > 0, a # 1, la fonction
f R - R>0, X a*

est la fonction exponentielle de base a.

Proposition 15.2 — propriétés algébriques.
Poura>0,a# l,etx,ye R:

Y = o . oY v =L (@) = a™.

b
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CHAPITRE 15. FONCTIONS EXPONENTIELLES

Proposition 15.3 — monotonie.

- a> 1: f strictement croissante, f(x) - 0 quand x - —o0, f(x) = +00
gquand x —» +o0
- 0 < a < 1:fstrictement décroissante, f(x) - +oo0 quand x — —oo,
f(x) - 0quand x - 400
Dans les deux cas : f(x) > 0 pour tout x, f(0) = 1, asymptote horizontale
y=0.

15.2 Le nombree

Définition 15.4 — nombre e.

Le nombre e x~ 2,71828 ... est défini commme la base pour laquelle la tan-
gente au graphe de a* en (0,1) a une pente exactement égalea 1. C'est la
base naturelle de I'exponentielle.

La fonction exp : x — e* est la plus importante de toutes les fonctions
exponentielles.

15.3 Modélisation

Proposition 15.5 — modéles exponentiels.

. Croissance:N(t) = N, -a!, avec a > 1 et temps de doublement T, tel

quealz =2
- Décroissance : N(t) = N, - a', avec 0 < a < 1 et demi-vie T}/, tel que
aT1/2 = 1
2

Exemple 15.1. Une population de bactéries double toutes les 3 heures. Partie de 500
individus, combien en 12 heures? N(12) = 500 - 212/3 = 500 - 24 = 8000.

Comparaison croissances polynomiale et exponentielle. Pour tout n €
Nettouta>1:

n

. X
[im — =0.

X—+o00 A*

L'exponentielle « 'emporte toujours» sur tout polynéme. De méme, e*
croit plus vite que x1090,

Exercices

10



15.3. MODELISATION

Exercice 15.1. Simplifier sans calculatrice :

a) 2°.2%+24
b) (3%)3 =34
-3
1
9 (3)
610
210.310

Exercice 15.2. Résoudre (sans logarithme) :

a) 2¥ =32
b) 3?21 =27
c) 4 =38

Exercice 15.3. Un isotope radioactif a une demi-vie de 8 jours. On part de

200 9.

a) Combien reste-t-il aprés 24 jours?

b) Apres combien de jours reste-t-il moins de 10g9?

Exercice 15.4. Tracer I'allure des courbes de f(x) = 2*, g(x) = 27 et h(x) =
3.2%¥ — 1. Préciser les asymptotes et les ordonnées a l'origine.

Exercice 15.5. Un placement a intéréts composés de 1000 CHF a 3% annuel

donne aprés t ans : C(t) = 1000 - 1,03,

a) Quel capital aprés 10 ans? aprés 20 ans?

b) En quelle année le capital double-t-il (approximativement)?

Résumé du chapitre

Propriétés algébriques

_ a
=g V=L (¥ =aV

+a’=1 al=a a*¥=—

Graphe de a*
- Passe par (0, 1), toujours > 0
- Asymptote horizontaley =0

1



CHAPITRE 15. FONCTIONS EXPONENTIELLES

- a>1:croissante 0<a<1:décroissante

Modeles
. Doublement : N(t) = N, - 2/T2
o 1\/Ts2
- Demi-vie :N(t) = Ny - <5)

. Intéréts composés: C(t) = Cy - (1 + )"

QCM — Fonctions exponentielles

Une seule réponse correcte par question.

1. 23. 4% estégal a:
7

Q

0 O
[o) e <l \O 1 \V)
[V )

w

)
)
)
)

o

2. La solution de 3* =81 est:

a) x=
b) x=4
c) x =27
d) x =1
4

3. f(x)= (i)x est:

a) Croissante et positive

b) Décroissante et positive
c) Croissante et négative
d) Décroissante et négative

4. L'asymptote horizontale de f(x) = 2* + 3 est:

a) y=0
b) y=2
c)y=3
d) y=5

5. Une population double tous les 5 ans. Aprés 15 ans a partir de 100 individus:

a) 600
b) 800
c) 300

12



15.3. MODELISATION

7. La solution de 52*~1 = 125 est :

a) x=1
b) x =2
3
c) x=-
2
d x=3

8. f(x) =e*etg(x)=e*sont:
a) L'une l'inverse de l'autre

b) Symétriques par rapport a 'axe des y

c) Egales

d) Perpendiculaires

Réponses:1-a 2-b 3-b 4c 5b 6-a 7-b 8-b
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Chapitre 16
Fonctions composées et réciproques

Mettre des chaussettes, puis des chaussures. Pour défaire : en-
lever les chaussures, puis les chaussettes. Dans l'ordre inverse.
C'est exactement l'idée derriére la fonction réciproque : défaire ce
qu’une fonction a fait, dans 'ordre inverse. Si f encode un message
secret, f~! le décode. Si f éléve au carré, f~ extrait la racine carrée.
Toute la cryptographie moderne repose sur le fait que certaines
fonctions sont trés faciles a calculer dans un sens — et pratique-
ment impossibles a inverser.

16.1 Composition de fonctions

Définition 16.1 — fonction composée.
Soient f : A—> Betg : B— C.Lacomposée go f est |a fonction:

gof:A=C, x> g(f(x)).

Onlit « grond f»ou « gapres f».

Remarque 16.1. En général,go f # f o g. La composition n'est pas commutative.

Exemple16.l. f(x)=x?etg(x) =x+1.(gof)(x) = g(x?) = x2+1.(fog)(x) = f(x+1) =
(x+1)2=x*+2x+1

16.2 Fonction réciproque

Définition 16.2 — fonction bijective.

Une fonction f : A — B est bijective si:
- Injective : f(x;) = f(x;) = Xx; = X, (pas deux antécédents distincts
pour une méme image)
- Surjective : tout y € B a au moins un antécédent

n5



CHAPITRE 16. FONCTIONS COMPOSEES ET RECIPROQUES

Définition 16.3 — fonction réciproque.
Si f : A — B est bijective, sa fonction réciproque f~! : B — A est définie

par:
i =x = flx)=y.

Proposition 16.4 — propriétés.

- f7lo f=idy (i.e. f7(f(x)) = x pour tout x € A)

- fof™t =idp
. Le graphe de f~! est le symétrique du graphe de f par rapport a la
droitey = x

Exemple16.2. f(x)=2x+3:résoudrey =2x+3:x = yT—s donc fl(x) = %3
Vérification : f~1(f(x)) = @ =xv

16.3 Construction de la réciproque

Méthode :

1. Ecrirey = f(x)

2. Exprimer x en fonction de y
3. Renommer: f~}(x) = ...

4. Vérifier le domaine de f1

Remarque 16.2. Une fonction strictement monotone sur un intervalle est bijective
sur cet intervalle — donc elle y admet une réciproque.

Critéere de bijectivité. f est bijective < toute droite horizontale coupe
le graphe exactement en un point. Pour f(x) = x2: pas bijective surR (la
droite y = 4 coupe en x = +2). Mais bijective sur [0, +0) avec réciproque

) =/~
Exercices

Exercice 16.1. Soient f(x) = 3x — 1 et g(x) = x? + 2. Calculer:
a) (go f)(x) et (fog)(x)
b) (g° f)(2)
c) (fe )

Exercice 16.2. Trouver la réciproque:
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16.3. CONSTRUCTION DE LA RECIPROQUE

a) f(x)=5x-2

b) g = (x#1)

c) h(x)=vyx+3 (x>-3)

Exercice 16.3. Soit f(x) = 2*.

a) Le point (3,8) est-il sur le graphe de f?

b) Quel point du graphe de f~! correspond a (3,8)?

c) Quevaut f~1(8)?
Exercice 16.4. Décomposer h(x) = m en composée de deux fonctions
simples f et gtellesqueh =go f.

Exercice 16.5. La fonction f(x) = x? — 4x + 5 est-elle bijective sur R? Sur quel
intervalle est-elle bijective? Trouver sa réciproque sur cet intervalle.

Résumé du chapitre

Composition

- (80 fH)x) = g(f(x)) —appliquer f puis g
- Non commmutative: go f # f o g en général

Fonction réciproque
- Existe <= f bijective (injective + surjective)
- Méthode :isoler x dansy = f(x)
) =xet f(FTON =Yy
- Graphe : symétrique par rapportay = x
- Monotone stricte = bijective sur son domaine

QCM — Fonctions composées et réciproques

Une seule réponse correcte par question.

1. Avec f(x) = x+1et g(x) = x% (go f)(2) vaut :

a)

O

Q0
W OO W

n7



CHAPITRE 16. FONCTIONS COMPOSEES ET RECIPROQUES

2. Laréciproque de f(x) = xT+2 est:

3x+2
3x—2
3

O w

0

xX+2
x—2

3

o

)
)
)
)

3. Le graphe de f~! est obtenu depuis celui de f par:
a) Symétrie par rapport a I'axe des x
b) Symétrie par rapport a I'axe des y
c) Symétrie par rapportay =x
d) Translation de vecteur (1,1)

4, f(x) = x? est bijective sur:
a) R
b) (—o0,0]
c) [Oo, +oo)
d) [-1,1]

5. Si f71(3) = 7, alors:

a) f3)=7
o) f(7)=3
c) f(3)= ;
d) f(7) ==

6. (f o g)(x) signifie:

a) Appliquer f puis g
b) Appliquer g puis f
)
)

c) f(x)-g(x)
F)

g(x)

o

7. La réciproque de f(x) = e* est:

8. Une fonction strictement décroissante est :

a) Jamais bijective

b) Toujours bijective sur son domaine

c) Bijective seulement si son domaine est R
) Bijective seulement si elle est continue
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16.3. CONSTRUCTION DE LA RECIPROQUE

Réponses:1-b 2-b 3-c 4c 5-b 6-b 7-b 8-b
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Chapitre 17

Fonctions logarithmiques

Edimbourg, 1614. John Napier publie sa Mirifici Logarithmorum Ca-
nonis Descriptio — la description du merveilleux canon des loga-
rithmes. Son invention : remplacer les multiplications par des addi-
tions. log(a-b) = log a+log b. Pour les astronomes de I'époque, qui
calculaient a la main des tables de positions planétaires, c'était
une révolution. Kepler dit que Napier lui avait donné deux vies de
travail. Aujourd’hui, les logarithmes sont partout : les décibels, le
pH, I'echelle de Richter, la perception du son, la complexité des al-
gorithmes. Napier ne pouvait pas imaginer tout cela.

171 Définition

Définition 17.1 — logarithme de base a.
Pour a > 0,a # 1, le logarithme de base a est la réciproque de x — a*:

log,x=y < a’=x, x> 0.

Définition 17.2 — logarithme naturel.
Le logarithme naturel (ou népérien) est :

Inx = log, x, x> 0.

Le logarithme décimal est log,, x, noté log x en pratique.
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CHAPITRE 17. FONCTIONS LOGARITHMIQUES

17.2 Propriétés algébriques

Théoréme 17.3 — propriétés du logarithme.
Pourx,y >0etreR:
log,(xy) = log, x + log,, y,
X
|09a<§) =log, x —log, y,

log,(x") = rlog, x.

Valeurs particulieres :log,1 =0, log, a = 1.

Proposition 17.4 — changement de base.

Inx logx
log, x = — = .
Ina loga

17.3 Graphe et propriétés

Proposition 17.5 — propriétés de In.

- Domaine : (0, +0)
- In est strictement croissante

- Inx - 400 quand x — +o0 (Mais lentement)

Proposition 17.6 — relations In et exp.

- Inx <0pourx €(0,1),In1=0,Inx>0pourx>1
- Inx - —oo0 quand x — 0% (asymptote verticale x = 0)

en* =x (x>0), In(e¥) =x (x € R).

17.4 Equations et inéquations

Exemple17.1. Résoudre In2x—1)=3:2x—1=e>=> x=—

Résoudre2x=5:xln2=ln5=>x=%z2,32.
n
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17.4. EQUATIONS ET INEQUATIONS

Echelles logarithmiques. La perception humaine de l'intensité sonore
est logarithmique : une augmentation de 10 dB correspond a une mul-
tiplication de l'intensité par 10. L'échelle de Richter est logarithmique :
un séisme de magnitude 7 libére 10 fois plus d’énergie qu’un séisme de
magnitude 6. Le pH est — Iogw[H+] :une différence d'une unité = facteur
10 de concentration.

Exercices

Exercice 17.1. Calculer sans calculatrice:

a) log, 32

1
b)Iog35
c) Ine
d) eln7

Exercice 17.2. Simplifier:
a) In(e? - &%)

o 103(2)

c) 2In3=1In9+1In1

Exercice 17.3. Résoudre:
a) Inx=4
b) e2*~1 =5
c) log,(x+3)=4

d) 3 =20

Exercice 17.4. Résoudre In(x? — 3) > In(2x) pour x > 0.

Exercice17.5. Un capital de 5000 CHF est placé a 4% annuel composé. En com-
bien d'années double-t-il?
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CHAPITRE 17. FONCTIONS LOGARITHMIQUES

Résumé du chapitre

Définition
clogy,x=y &< a¥=x (x>0
- In =log,, log = log,,
Inx

- Changement de base:log, x = —
Ina

Propriétés
- log(xy) = logx + logy
- log(x/y) = logx —logy
- log(x") =rlogx
- In(e®) =xete"* =x
Equations exponentielles
-a¥=b=>x= Inb
|
- Prendre le Iog?a?ithme des deux membres

QCM — Fonctions logarithmiques

Une seule réponse correcte par question.

1. log,; 81 vaut:

2. Ine 2 vaut:
)

a) e
b) —2
c) 2
d) ;

3. log 1000 + log 0,01 vaut :

a) 5
b) 3
c) 1
d) 2,98

4, Lasolutionde2* =10est:
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17.4. EQUATIONS ET INEQUATIONS

log 2

log 10

In10

In2
c) log8
d) 5

5. Le domaine de f(x) = In(3 — x) est :

a) In10
b) In(—15)
c) 0

d) In5

a) x=e—2
b) x=e+2
c) x=1
d x=e*>-2
8. log,x = UL
Ina
a) Faux
b) La formule de changement de base

)
c) Vraie seulement poura =ce
d) Vraie seulement pour x > 1

Réponses:1-b 2-b 3-¢c 4b 5-c 6-¢c 7-a 8-Db
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Chapitre 18

Trigonométrie dans le triangle quel-
conque

Un navigateur au large, sans repéere visible, doit déterminer sa
position. Il connait deux distances et I'angle entre elles, ou deux
angles et une distance. La loi des sinus et la loi des cosinus lui
donnent toutes les autres mesures. Ces formules, connues des
astronomes arabes des le X€ siecle, permettaient de calculer les
distances entre étoiles sans jamais les atteindre. Aujourd’hui, les
mémes lois guident les GPS, les radars, les satellites. La géomeétrie
du triangle quelconque est la geométrie du monde réel.

18.1 Loi des sinus

Théoréme 18.1 — loi des sinus.
Dans tout triangle ABC de cbtés a, b, c et d’'angles «, 8, y opposés :

a b ¢
sina  sinff siny

2R,

oU R est le rayon du cercle circonscrit au triangle.

asinB _ 8sin70°

Exemple18.1. DansABC:a=50°[8=70%a=87y=60°b= ~ 9,8.

sina sin 50°
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CHAPITRE 18. TRIGONOMETRIE DANS LE TRIANGLE QUELCONQUE

18.2 Loi des cosinus

Théoréme 18.2 — Joi des cosinus.
Dans tout triangle ABC :

a? = b? + ¢2 — 2bccosa,

b? + 2 — a?
2bc '
(et de méme pour et y par permutation circulaire)

cosa =

Remarque 18.1.  Pour a = 90°: cos 90° = 0, on retrouve Pythagore : a®> = b? +¢%. La loi
des cosinus est la généralisation de Pythagore a tout triangle.

Exemple 18.2. Triangleavecbh = 5,¢c =7, a = 60°: a? = 25+ 49 — 2(5)(7) cos 60° =
74 —35=39.a =439~ 6,24.

18.3 Résolution de triangles

Proposition 18.3 — cas possibles.

- CAC:deux cotés et I'angle inclus — loi des cosinus pour le troisieme
coté

- CCC : trois cotés — loi des cosinus pour un angle

- ACA : deux angles et un cété — loi des sinus

- CCA : deux cotés et un angle non inclus — loi des sinus (attention :
cas ambigué possible)

18.4 Aire d'un triangle

Proposition 18.4 — formule de I'aire.
L'aire du triangle ABC est :

1 . 1 . 1 .
A= Ebcsmoc = Eacsmﬁ = Eabsm y.

Cas SSA — ambiguité. Quand on connait deux c6tés a, b et I'angle a (non
inclus), il peut y avoir 0, 1 ou 2 triangles solutions.

- Sia < bsina:aucun triangle

- Sia=bsina:un triangle rectangle

- Sibsina < a < b:deux triangles

- Sia > b:unseultriangle
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18.4. AIRE D'UN TRIANGLE

Exercices

Exercice 18.1. Dans ABC :a = 42° (3 =78° c=15.Trouvery,aetbh.

Exercice 18.2. DansABC:b =6,c =9, a = 110°. Calculer a puis les angles 8 et
y.

Exercice 18.3. Calculer l'aire du triangle ABC avec:
a) a=8,b=11,y=35°
b) a=5b=7c¢c=9

Exercice 18.4. Un triangle a des cdétésa = 7, b = 8, ¢ = 5. Trouver ses trois
angles.

Exercice18.5. DeuxrangersA et B, distants de 3 km, observent un incendie F.
A mesure un angle de 52° et B un angle de 68° (depuis la droite AB, du méme
coté). A quelle distance de A I'incendie se trouve-t-il ?

Résumé du chapitre

Loi des sinus
a b c

sina sinf  siny

- Utiliser quand on connait un cété et I'angle opposé
- Cas ACA et CCA (attention au cas ambigué)

Loi des cosinus
a? = b% + c2 — 2bccosa

- Cas CAC (deux cotés et angle inclus)
- Cas CCC (trois cotés — trouver les angles)
- Généralise Pythagore (a = 90° = Pythagore)
Aire .
A= Ebcsin a

QCM — Trigonométrie dans le triangle quelconque

Une seule réponse correcte par question.

1. Dans ABC, a = 10, @ = 30°, 8 = 45°. b vaut approximativement :
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CHAPITRE 18. TRIGONOMETRIE DANS LE TRIANGLE QUELCONQUE

2. La loi des cosinus généralise :

a) Laloidessinus

b) Le théoreme de Thales

c) Le théoreme de Pythagore
d) La formule de l'aire

3. DansABC,b =4,c =6, a = 60° a? vaut :

Q
N
(0]

O
w
\]

0

)
)
)
)

N N
N

o
)}

4, |'airede ABC avecb =5,c=8,a =30°est:

5. Dans ABC,a = b =c = 6. Les angles valent:

a) 30° chacun
b) 45° chacun
c) 60° chacun
d) 90° chacun

6. Pour quel cas utilise-t-on la loi des sinus?

a) CCC
b) CAC
c) ACA
d) Aucun

7. Dans ABC,a =90° b = 3,c = 4. La loi des cosinus donne a =7

O w

<|\1u”—n
<

O 0

)
)
)
)

8. Le rayon du cercle circonscrit a un triangle est relié aux cétés par :
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18.4. AIRE D'UN TRIANGLE

a) R=2
2a
b) R=—
c) R= %a
abc a
d)R__A t _Zsina

Réponses:1-b 2-¢c 3-a 4b 5c 6-¢c 7-b 8-d
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Chapitre 19
Fonctions trigonomeétriques

Une roue de foire tourne lentement. Un passager, parti du bas,
monte, atteint le sommet, redescend, revient au bas — et recom-
mence. Sa hauteur varie de maniere réguliere, périodique, douce.
Sion trace sa hauteur en fonction du temps, on obtient une courbe
envague: le sinus. Fourier, au XIX€ siecle, déemontra quelque chose
de stupéfiant : toute fonction périodique raisonnable — le son
d'uneflate, le courant électrique, la lumiére — peut s'écrire comme
somme de sinus et cosinus. Les fonctions trigonomeétriques ne de-
crivent pas que les triangles. Elles décrivent les ondes.

19.1 Le cercle trigonométrique

Définition 19.1 — cercle trigonométrique.

Le cercle trigonomeétrique est le cercle unitaire de centre O et de rayon 1,
orienté dans le sens antihoraire.
Pour un angle 6 (en radians ou en degrés), le point M(6) sur le cercle a

pour coordonnées :
M(6) = (cos 6, sin ).

19.2 Radian

Définition 19.2 — radian.

Le radian est I'unité d'angle définie par : un angle d'un radian intercepte
un arc de longueur 1 sur le cercle unité. La conversion :

T

Xrag = Ao 180°"
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CHAPITRE 19. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Proposition 19.3 — valeurs remarquables.
6° |0° 30° 45° 60° 90° 180°
T T T T
bea |05 % 3 3 T
sin6|o 1 2R 1 0
2 2 2
cosfO | 1 RN 0o -1
2 2 2

19.3 Fonctions sin, cos, tan

Proposition 19.4 — propriétés de sin et cos.

- Périodiques de période 27 :sin(@ + 27) = sin 6
. sin®6 + cos? 6 = 1 pour tout 6

- sin impaire :sin(—6) = —sin 6

- cos paire : cos(—0) = cosf

. —1<sinf<let—-1<cosf<1

Définition 19.5 — fonction tangente.

tan@ = %, définie pour cos 6 # 0, c'est-a-dire 6 # % + km, k € Z. Pério-
digue de période 7.

19.4 Transformations et graphes

Proposition 19.6 — forme générale.
La fonction f(6) = Asin(B6+C)+ D a:
- Amplitude : |A|

L. 27
- Période: —
|BI

. Déphasage:—%
- Décalage vertical : D
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19.5. FORMULES D’ADDITION

19.5 Formules d’addition

Théoréme 19.7 — formules d’addition.

sin(d + B) = sinacosf + cosasinf
cos(a + f8) = cosacosf —sinasinf

Corollaire 19.8 — formules de duplication.

sin(2a) = 2sinacosa, cos(2a) = cos? a — sin’a.

Tangente, cotangente. tan 6 a des asymptotes verticales en 6 = g + k.

La cotangente cot 6 = @_se est définie pour sin @ # 0.

sin 1
etl+cot’6 =

cos2 @ sin?6’

Identités: 1 +tan?6 =

Exercices

Exercice 19.1. Convertir:

a) 150° en radians
b) %ﬂ en degrés

T e
c) —3 en degrés

Exercice 19.2. Sans calculatrice:

. 3m
a) sin —
4

4
b) cos ?ﬂ

5
) tan =
6

Exercice 19.3. Résoudre sur [0,27):
a) sinf = E
2
b) cosf = —g
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CHAPITRE 19. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

c) tanf = \/5
Exercice 19.4. Identifier 'amplitude, la période et le déphasage de:
a) f(x)=3sin(2x %)
b) g(x) =-2 cos(g) +1
Exercice 19.5. En utilisant les formules d’addition, calculer exactement:
a) sin75° = sin(45° + 30°)
k4 T T
b) cos 5= cos(— + Z)

3

Résumé du chapitre

Cercle unité et radian
- M(6) = (cos 6,sin 0) sur le cercle unité
- a° > a- — rad
180
. sin0+cos?6 =1
Propriétés
- sin et cos : période 27, valeurs dans [—1,1]
- sin impaire, cos paire
- tan = sin/cos: période 7
Forme Asin(B6+C)+ D
- Amplitude |A|, période %T', déphasage —C/B, décalage D

Formules d’addition
- sin(e = B) =sinacosf + cosasinf
- cos(axf3) =cosacosf Fsinasinf

QCM — Fonctions trigonométriques

Une seule réponse correcte par question.

1. 270° en radians vaut :

37
a) —
o
b) —
3
c) 3w
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19.5. FORMULES D'’ADDITION

a) -3
b) g
C) é
d) E

5. L'amplitude de f(x) = —4sin(x) + 2 est:
2

O w

4

0

)
)
)
)

[oF
N B

6. Les solutions de cos6 = 0 sur [0, 27) sont :

a) 6=0etb=rm

b) 6=§seu|ement

C) 0=Zetog=22Z
; o

d 6=Zeto==
4 4

7. sin(26) vaut :
a) 2sinf
b) sin’6
c) 2sinBcoso
d) cos?6 —sin’6
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CHAPITRE 19. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

8. La fonction cos est :

a
b
c
d

Paire et périodique de période
Impaire et périodique de période 27
Paire et périodique de période 27

Ni paire ni impaire

—_— — — —

Réponses:1-a 2-¢c 3-b 4b 5-c 6-¢c 7-c
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Troisiéme partie

Troisieme année
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Chapitre 20

Prérequis d’analyse

Zénon d’Elée, au V¢ siécle avant notre ére, propose un paradoxe
reste celebre : Achille, le plus rapide des guerriers grecs, ne peut ja-
mais rattraper une tortue qui a une avance sur lui. Car quand il at-
teint la position initiale de la tortue, elle a avancé. Quand il atteint
ce nouveau point, elle a encore avancé. Et ainsi de suite, a l'infini.
Le paradoxe semble insoluble. Il faut attendre deux mille ans et I'in-
vention du calcul infinitésimal pour comprendre : une somme infi-
nie de termes peut converger vers une valeur finie. % + 4_11 + é +--=1
Achille rattrape bien la tortue. L'infini, dompté.

20.1 Suites numériques

Définition 20.1 — suite numérique.

Une suite numérique est une fonctionu : N - R, n — u,. On la note
(Up)nen OU simplement (uy,).

Définition 20.2 — modes de définition.

- Terme général : formule explicite u, = f(n)
- Récurrence : u, ., = g(u,) avec un terme initial ug (ou u;)

1 1 1
Exemple 20.1. =— Uup=lLuyy=-uy=-,..

p un n+l uO y U 2vu2 31
Ug=1up =2u,+1:u; =3, u, =7,u3 =15, ..
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CHAPITRE 20. PREREQUIS D’ANALYSE

20.2 Suites arithmétiques et géométriques

Définition 20.3 — suite arithmétique.

Une suite (u,) est arithmétique de raison r si u,,; = u, + r pour tout n.
Son terme général est :
U, = ugy + nr.

La somme des n + 1 premiers termes est :

- U+ u
S, = Zukz(n+1)%.
k=0

Définition 20.4 — suite géométrique.

Une suite (u,) est géométrique de raison q # 0 si u,,; = qu, pour tout n.
Son terme général est :
U, =uy-q".

La somme des n + 1 premiers termes (pour q # 1) est:

1_qn+1
Sn = uoﬁ

Exemple 20.2. Arithmétique:uy =3,r=5:3,8,13,18,...,u,, = 3 + 5n.
Géométrique :uy =2,q=3:2,6,18,54,...,u, = 2- 3"

20.3 Continuité intuitive

Définition 20.5 — continuité intuitive.

Une fonction f est continue en a si son graphe ne présente pas de « saut»
en a:on peut tracer la courbe sans lever le crayon. Formellement (antici-
pation) : limy_, f(x) = f(a).

Exemple 20.3. f(x) = i est continue sur R* mais pas en 0. g(x) = \/; est continue
sur [0, +0).

Suites récurrentes et point fixe. Pour la suite u,,; = g(u,), un point fixe
est une valeur ¢ telle que g(¢) = ¢.Si la suite converge, elle converge vers
un point fixe.

Méthode de Newton. Pour résoudre f(x) = 0, on pose :

 fG)
PG’

Cette suite converge trés rapidement vers une racine.

Xn+1 = Xn
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20.3. CONTINUITE INTUITIVE

Exercices

Exercice 20.1. Calculer les cing premiers termes et le terme général :
a) Suite arithmétique:u; =7, r=-3
. , . 1
b) Suite géométrique:u; =4,q = 5

C) u0=1,un+1=u%+l

Exercice 20.2. Calculer:
100 . R
a) Zk:l k (somme des entiers de 1 a 100)
b) 1+2+4+8+---+210

c) La somme des termes pairs de 2 a 100

Exercice 20.3. Identifier le type de chaque suite et trouver le terme général :
a) 3,7,11,15,19,...
b) 5,15,45,135,...
c) 1,1,2,3,5,8,13, ...
Exercice 20.4. Un emprunt de 10000 CHF est remboursé par versements an-
nuels constants de 1200 CHF, sans intérét.
a) Quel est le solde aprés n années?
b) Apres combien d'années la dette est-elle soldée?
Exercice 20.5. Parmicesfonctions, lesquelles ont une discontinuité? En quel
point?

x2 -1
x—1

a) f(x) =
b) g(x) = |x] (partie entiere)

c) h(x) =sinx
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Résumé du chapitre

Suites
. Arithmétique : u,, = uy + nr, somme: (n + 1)—“":”"
1— n+l1

- Géométrique : u, = ug - q"*, somme : u, N
-q
- Récurrente : u,,, = g(u,), point fixe si convergence
Continuité
- Intuition : pas de saut sur le graphe
- Discontinuités typiques : division par zéro, partie entiere, valeur absolue
a l'origine

QCM — Prérequis d’analyse

Une seule réponse correcte par question.

1. Une suite arithmétique de raison —2 et uy = 10. u5 vaut:

2. Lasommel+3+4+54 -+ 19 (entiers impairs) vaut :

90
0
1
2

a

O
—
o

0O
—
o

)
)
)
)

(OF
—
o

. . . 1
3. Suite géomeétrique:u; = 6,q = S Ua vaut:

2
a) g
b) 56
c) —
27
d) 2

)_ 30
b) 31
c) 32
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20.3. CONTINUITE INTUITIVE

d) 16

5. Lasuiteu, = (—1)" est:

a) Arithmétique

b) Géométrique de raison —1

c) Croissante

d) Niarithmétique ni géomeétrique

6. Une suite récurrente converge vers €. Alors :

a) € = 0toujours
b) ¢ est un point fixe de g
c) € =u
d) ¢ est toujours rationnel
7. La fonction f(x) = — est discontinue en:
a) x=0
b) x=1
c) x= 2
d x=

8. Dans une suite géomeétrique, uy = 1000 et chaque terme est 10% de moins
gue le précédent. La raison est :

Réponses:l-a 2-b 3a 4b 5b 6-b 7-c 8-b
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Chapitre 21

Limites

Augustin-Louis Cauchy, Paris, 1821. Dans son Cours d'analyse, il
pose enfin ce que tout le monde utilisait sans définir : la notion
de limite. Avant lui, Newton et Leibniz calculaient avec des « quan-
tités infiniment petites» — des nombres plus petits que tout réel,
mais pas nuls. Cela marchait, mais personne ne savait exacte-
ment pourquoi. Cauchy remplaca ces fantémes par une définition
précise : f(x) tend vers L quand x tend vers a si, pour tout € > 0, on
peut trouver § > 0 tel que |x — a| < § implique |f(x) — L| < e La
rigueur moderne était née.

21.1 Limite d’'une suite

Définition 21.1 — limite d’une suite.

La suite (u,) a pour limite € € R (on note lim,,_, , , U, = €) si les termes u,
s'approchent arbitrairement de £ quand n grandit.
Si € existe et est fini, la suite converge. Sinon, elle diverge.

Proposition 21.2 — limites usuelles de suites.

- liMps s % =0pourk >0

- liMmys40q?=0si|ql <1

- liMmysi0q? =+00sig>1

« liM o 400 1F = 400 pour k > 0
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CHAPITRE 21. LIMITES

21.2 Limite d'une fonction

Définition 21.3 — limite en un point.

Ondit que f(x) tend vers L quand x tend vers a, et on écrit lim,_,, f(x) = L,
si f(x) s'approche de L quand x s'approche de a (sans nécessairement
atteindre a).

Définition 21.4 — limite a l'infini.
On note limy_, ;o f(x) = L si f(x) s'approche de L quand x grandit sans
borne.

21.3 Opérations sur les limites

Proposition 21.5 — régles de calcul.
Silim f =¢etlimg = m (finies), alors:

im(f+g) =¢+m, lim(fg) = ém, Iim—:%simgéo.

Définition 21.6 — formes indéterminées.

Certaines limites ne peuvent pas étre calculées directement :

0 oS
0’ = 0-00, o0—o00, 1%®°, 0° 0.
0

Ces formes nécessitent une analyse supplémentaire.

(x=1)(x+1)
x—1

. 21 .
Exemple 21.1.  |limy_; = : . forme %. Factoriser : =x+1-2
x_

21.4 Continuité

Définition 21.7 — continuité.

f est continueenasi:

lim f(x) = f(a).

f est continue sur un intervalle si elle I'est en chaque point.
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21.4. CONTINUITE

Théoréeme 21.8 — valeurs intermédiaires.

Si f est continue sur [a, b] et f(a) et f(b) sont de signes opposés, alors il
existe ¢ € (a,b) tel que f(c) = 0.

Limite remarquable.
. sinx
lim =1.
x-0 X

Démonstration géométrique : encadrer sin x par I'arc et la tangente sur
le cercle unité, puis appliquer le théoréme des gendarmes. Cette limite
est fondamentale pour dériver sin.

Exercices

Exercice 21.1. Déterminer la limite des suites :

3n+1
3) Up = n+2
2
n“-—1
O) on =313
2n
C) wn=<§) +5

Exercice 21.2. Calculer les limites:

a) lim x'—4
x—2 X —2
3x2 -1
b) lim, ., ——
) X—>4+o0 x2+x
. Vx+1—1
C) |'mx—>oT

Exercice 21.3. Montrer que f(x) = x> — 2x — 5 admet une racine dans l'inter-
valle [2,3].

. 2x2 +1
Exercice 21.4. Retrouver les asymptotes de f(x) = ;C—_+1 par le calcul de

limites.

Exercice 21.5. Lever les formes indéterminées:

a) limy . (VX +1-1/%)

1—-cosx

o) limy0 —— (utiliser sin® + cos? = 1)
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Résumé du chapitre

Limitels usuelles
- — —=0,¢" > 0silg| <1,n¥ > +oo
n
- Fractions rationnelles : diviser par la plus haute puissance
Formes indéterminées

0 . (o] .o . .
s :factoriser —:diviser o0 — o0 :conjugué
(6]

Continuité et TVI
- Continueena < lim,_, f(x) = f(a)
- TVI: f continue, f(a) et f(b) de signes opposés = racine dans (a, b)

QCM — Limites

Une seule réponse correcte par question.

0
4, - est:
0

a) Toujourségalal

b) Toujourségala0

c) Une forme indéterminée
d) Toujours infini
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5. f estcontinueenasi:

a) fla)=0

b) limy_q f(x) =0

c) limyq f(x) = f(a)
d) f’(a) existe

6. Le TVI garantit une racine dans(a,b) si:

) fla)=f(b)=0

b) f est croissante sur [a, b]

c) f continueet f(a)- f(b) <0
d) f(a) > 0 seulement

Q

7. limyL 1 o(VX2 4+ x —Xx) vaut:

8. Lasuiteu, = (—1)":

a) Converge vers0
b) Convergevers1
c) Converge vers —1
d) Diverge

Réponses:1-b 2-¢c 3-d 4c 5-c 6-¢c 7-b
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Chapitre 22

Dérivation — outils et premiéres ap-
plications

Londres, 1666. La grande peste oblige Isaac Newton a quitter Cam-
bridge et a se retirer a Woolsthorpe, chez sa mére. Deux années
d'isolement forcé. Il en ressort avec le calcul différentiel, la loi de
la gravitation universelle et la décomposition de la lumiéere. La dé-
rivée, pour Newton, etait une vitesse : comment vite change une
quantité ? A Berlin, au méme moment, Leibniz arrive aux mémes
idées par un chemin différent, avec une notation différente. La dis-
,ouge de priorité durera des décennies. Mais la notation de Leibniz
Yy

— — —agagne.
dx

22.1 Taux de variation et nombre dérivé

Définition 22.1 — taux de variation.
Le taux de variation de f entreaeta + hest:

(a,h) = fla+ h}z _ f(a)’ h #0.

Géométriguement, c’est la pente de la sécante passant par (a, f(a)) et (a+
h, f(a + h)).
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CHAPITRE 22. DERIVATION — OUTILS ET PREMIERES APPLICATIONS

Définition 22.2 — nombre dériveé.

La fonction f est dérivable en a si la limite:

f'(@) = lim

h—0

fla+h)— f(a)
h

existe et est finie. Cette limite est le nombre dérivé de f en a. Géométri-
quement, f'(a) est la pente de la tangente au graphe de f en (a, f(a)).

Proposition 22.3 — équation de la tangente.

La tangente au graphe de f au point (a, f(a)) a pour éguation :

y = f(@)(x—a)+ f(a).

22.2 Dérivées des fonctions usuelles

22.3 Regles opératoires

Pour f et gdérivables, 1 € R:

Proposition 22.4 — tableau des dérivées.
J(x) J'(x)
¢ (constante) 0
x" (n €2) nx"-1
& —
2¢/x
eX eX
1
Inx —
. X
sinx CcCos X
CoSs X —sinx
tanx > = 1+tan®x
COSs* X

Proposition 22.5 — régles de dérivation.

(regle du produit)

(regle du quotient)

Af) =af’
(f+e=f+¢g
(fe) =f'g+f¢g
(i)' _fe-f¢g
g g’
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Proposition 22.6 — dérivée de la composée (regle de chaine).

Sih=go f,alors:
h(x) =g (f(x))- f'().

Exemple 221. (¢ =3¢, (sin(?))' = 2xcos(x). (In(2x+1)) = =

22.4 Applications

Proposition 22.7 — dérivée et vitesse.

Si x(t) est la position d'un objet au temps t, alors sa vitesse est v(t) = x'(t)
et son accélération est a(t) = v'(t) = x"(¢).

Dérivées des fonctions réciproques. Si g = f~!, alors :

§0) =
[y
Applications : (arcsin x)’ = \/%, (arccosx)’ = — ,—11 =, (arctanx)’ = 1+1x2-
—-X —X

Exercices

Exercice 22.1. Par définition (limite du taux de variation), calculer f'(a):
a) fx)=x*a=3

b) f(x) =

,a=2

Bl e

Exercice 22.2. Calculer f'(x):
a) f(x)=3x*-2x*+5x—1

b) f(x) = (x*+D)(2x —3)

Exercice 22.3. Dériver (régle de chaine):

a) f(x)=In(x*+1)
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CHAPITRE 22. DERIVATION — OUTILS ET PREMIERES APPLICATIONS

b) g(x) = cos(3x — 7)

c) h(ix)=vV2x2—-1
d) k(x) = (x> +x)
Exercice 22.4. Trouver I'équation de la tangente au graphe de f(x) = x3 —

2x + 1 au point d'abscisse x = 1.

Exercice 22.5. Un objet se déplace selon x(t) = t3 — 6t> + 9t (en métres, t en
secondes).

a) Trouver la vitesse v(t) et I'accélération a(t).
b) Quand l'objet est-il a I'arrét?

c) Quand l'accélération est-elle nulle?

Résumé du chapitre

Nombre dérivé

= pente de la tangente en a

fla+h) - fla)
h

f(@=lim

Dérivées usuelles .
() =naxt (X)) =e* (Inx) = -
X

- (sinx) =cosx (cosx) =-—sinx

Regles

o =re+fy (L) =L
- Chaine: (go f)'(x) = g'(f(x)) - f'(x)
Tangente en (a, f(a))
y=fa)x—a)+ f(a)

QCM — Dérivation |

Une seule réponse correcte par question.

1. La dérivée de f(x) = x> —3x?> + 2 est:

a) 5x* —6x
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b) 5x* —3x
c) x*—6x+2
d) 5x* —6x+2

2. (%) vaut:

2X

Q

X e2x
ezx

2x—1

Q o T
QNN R

)
)
)
)

3. La pente de latangente a f(x) = x> en x = 3 est:

4. (In(3x))' vaut:

a) 3
gt
b) —
%x
c) -
X
d) 3Inx

5. Larégle du produit: (fg)’ =2

) f'g

) f'g+fg
)

)

O

c) f'g—f¢g
d) (f +2)

6. (cos(x?)) vaut:

a) —sin(x?)
b) —2xsin(x?)
c) 2xcos(x?)
d) —sin(2x)

7. L'équation de latangenteay =e*enx =0est:

a) y=x

b) y=x+1
c)y=e
d)y=1

1 !

;) vaut:
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Q

0

—_ — = -

o

Réponses:1-a 2-¢c 3b 4c 5b 6-b 7-b 8-a
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Chapitre 23

Dérivation — étude de fonctions et
optimisation

Un architecte veut construire une boite sans couvercle a partir
d’'un carré de carton de 60 cm de coété, en découpant des carrés
aux coins et en repliant. Quelle taille de découpe maximise le vo-
lume ? Ce probléme d'optimisation est typique : il y a une quantite
a maximiser, une contrainte géomeétrique, et une variable. Fermat
fut I'un des premiers a comprendre, au XVII€ siecle, que les extre-
ma se trouvent Ia ou la tangente est horizontale — Ia ou la dérivée
s‘annule. Nous allons formaliser cette intuition.

23.1 Dérivée et monotonie

Théoréme 23.1 — signe de la dérivée et monotonie.

Soit f dérivable sur un intervalle I.
- f'(x) > 0sur I = f strictement croissante
- f'(x) < 0surI= f strictement décroissante
- f'(x) =0surI= f constante

23.2 Extrema

Définition 23.2 — extremum local.

f admet un maximum local en a si f(x) < f(a) pour x proche de a. Un
minimum local est défini de maniére analogue.
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CHAPITRE 23. DERIVATION — ETUDE DE FONCTIONS ET OPTIMISATION

Proposition 23.3 — condition nécessaire.

Si f est dérivable et admet un extremum local en a, alors f'(a) = 0. (Réci-
proque fausse : f'(a) = 0 n'implique pas un extremum.)

Proposition 23.4 — condition suffisante.

Si f' change de signeena:
- f' passe de + a —: maximum local en a
- f' passe de —a + : minimum local en a
- f" ne change pas de signe : point d'inflexion

23.3 Etude compléte de fonction

La méthode standard:

1. Domaine de définition

2. Limites aux bords du domaine (asymptotes)

3. Calcul de f’, résolution de f'(x) =0

4. Tableau de variations

5. Graphe
Exemple 23.1.  f(x) =x>—3xsurR. f'(x) =3x> =3 =3(x—1)(x+1). f/ < 0sur(-1,1),
f' > 0sur(—o00,—1) U (1, +00). Maximum local : f(—1) = 2. Minimum local : f(1) = —2.

23.4 Problémes d'optimisation

Exemple 23.2. Boite sans couvercle : carré de cdté 60 cm, on découpe des carrés de
c6té x aux coins. V(x) = x(60 — 2x)?, x € (0,30). V'(x) = (60 — 2x)? + x - 2(60 — 2x)(—=2) =
(60 —2x)[(60—2x) —4x] = (60—2x)(60—6x). V' = 0:x = 30 (rejeté) ou x = 10. Maximum :
V(10) = 10 - 40% = 16000 cm?.

Dérivée seconde et convexité. f"(x) = (f')'(x) est la dérivée seconde.

- f" > 0surl: f convexe (courbe « en U»)

- f" <0surl: f concave (courbe « en N»)

- f"(a) = 0 avec changement de signe : point d'inflexion
Théoreme de Rolle. Si f est continue sur [a,b], dérivable sur (a,b) et
f(a) = f(b), alors il existe c € (a,b) tel que f'(c) = 0.

Exercices

Exercice 23.1. Etudier les variations et trouver les extrema :

a) f(x)=2x3—9x*+12x -1
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23.4. PROBLEMES D'OPTIMISATION

x2

b) g(x) = P

Exercice 23.2. Parmitouslesrectanglesde périmetre 40 cm, trouver celui qui
a l'aire maximale.

Exercice 23.3. Etude compléte de f(x) = xe ™.

Exercice 23.4. Le coUtde production de x unités est C(x) = x> —6x%+15x+10
(en centaines de CHF). Le coUt marginal est C'(x).

a) Calculer C'(x).

b) Pour quelle valeur de x le coUt marginal est-il minimal ?

Exercice 23.5. [MA2] Appliquer le théoréme de Rolle a f(x) = x3—xsur[-1,1].
Trouver le ¢ garanti par le théoréme.

Résumé du chapitre

Dérivée et monotonie
- f' > 0= croissante f’ < 0= décroissante
- Extremum local possible seulement si f' =0
- Changement de signe de f’ détermine le type

Etude compléte
1. Domaine 2. Limites/asymptotes 3. f’ ettableau 4. Graphe

Optimisation
- Exprimer la quantité a optimiser en fonction d’'une seule variable
- Trouver les zéros de la dérivée
- Vérifier qu'il s'agit bien d'un extremum

QCM — Dérivation Il

Une seule réponse correcte par question.

1. f'(a) = 0signifie que f admetena:

a) Toujours un maximum

b) Toujours un minimum

c) Peut-étre un extremum, peut-étre pas
d) Toujours un point d'inflexion
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2. f(x) = x? —4x + 3. Le minimum est atteint en:

a) x=0
b) x =2
c) x=4
d x=-1

3. Sif' >0sur(a,b)alors f est:

a) Décroissante sur (a, b)
b) Croissante sur (a, b)
c) Constante sur (a,b)

)

d) Convexe sur (a,b)
4. f(x) = —x?+ 6x — 5. La valeur maximale est :
a) =5
b) 4
c) 5
d) 3

5. Pour un probléme d'optimisation, si f’ passe de — a + en x,, alors f(x,) est:

a) Un maximum local
b) Un minimum local
c) Un point d'inflexion
d) Un zérode f

1 . L
6. f(x) = -x* — x. Sur quel intervalle est-elle décroissante?

7. Parmi les rectangles de périmétre fixé, I'aire maximale est atteinte pour :

a) Unrectangle allongé

b) Un carré

c) Un cercle

d) Cela dépend du périmétre

8. La dérivée seconde f"(a) > 0 indique que f est:

a) Croissante ena

b) Décroissante en a
c) Convexe (en U)ena
d) Concaveena

Réponses:1l-c 2-b 3-b 4b 5b 6-b 7-b 8-c
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Chapitre 24
Combinatoire et probabilités

Eté 1654. Le chevalier de Méré, joueur professionnel, pose une ques-
tion a Blaise Pascal : est-il plus avantageux de parier sur 'obten-
tion d’au moins un six en quatre lancers d’'un dé, ou sur l'obtention
d’'au moins un double-six en vingt-quatre lancers de deux dés?
Pascal écrit a Fermat. Fermat répond. Une correspondance de
quelqgues mois donne naissance a la théorie des probabilités. Une
question de jeu. Un outil universel. Aujourd’hui : météo, médecine,
finance, physique quantique. Tout ce qui est incertain s’exprime en
probabilités.

241 Dénombrement

Proposition 24.1 — principe multiplicatif.

Si une expérience se fait en k étapes successives, avec n; choix a la pre-
miere, n, a la deuxieme, etc,, le nombre total de résultats est n; - ny -+ ng.

Définition 24.2 — permutations.
Le nombre de fagons d’ordonner n objets distincts est :

n=n-(n—1)---2-1.

Convention: 0! = 1.

Définition 24.3 — arrangements.
Le nombre d’'arrangements de k objets parmi n (ordre important) :

n!

k_ .
An = (n —k)!

=nn-1)---(n—k+1).
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CHAPITRE 24. COMBINATOIRE ET PROBABILITES

Définition 24.4 — combinaisons.

Le nombre de facons de choisir k objets parmi n (ordre sans importance) :
n\ n!
k] kl(n—k)

Proposition 24.5 — triangle de Pascal.
n_n_1 n_n—1+n—1
o/ \n/ 7 k]  \k-1 k )

24.2 Espace de probabilité

Définition 24.6 — probabilité.
Un espace de probabilité est un triplet (Q, F,P) ou:
- Q est l'univers (ensemble des issues)

. F est 'ensemble des événements
- P:F —[0,1] satisfait: P(Q) =1et P(AUB) = P(A)+ P(B)siANB = &

Proposition 24.7 — propriétés.
. P(A) =1 - P(A)

- P(AUB) = P(A) + P(B)— P(ANB)
- P(@)=0

24.3 Probabilité conditionnelle et Bayes

Définition 24.8 — probabilité conditionnelle.
La probabilité de A sachant B (avec P(B) > 0) :

P(ANB)

P(A|B) = )

Définition 24.9 — indépendance.
A et Bsont indépendants si:

P(ANB) = P(A) - P(B).
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24.3. PROBABILITE CONDITIONNELLE ET BAYES

Théoreme 24.10 — Bayes.

P(B| A)- P(A)
P(B)

P(A | B) =

Exemple 24.1. Un test médical détecte une maladie avec probabilité 0,95 (sensibi-
lité), et donne 5% de faux positifs. La maladie touche 1% de la population. Probabilité
d’étre malade si le test est positif?

0,95 x 0,01

PM = ~ 16%.
(M1 +) 0,95 x 0,01 + 0,05 X 0,99 %

Paradoxes probabilistes. Le probléeme de Monty Hall : vous choisissez
une porte parmitrois (une voiture, deux chevres). L'animateur ouvre une
porte avec une chévre. Faut-il changer? Oui : la probabilité de gagner en
changeant est g Contre-intuitif, mais démontrable par Bayes.

Exercices

Exercice 24.1.

a) Combien de mots de 3 lettres distinctes peut-on former avec I'alphabet
(26 lettres)?

b) Un comité de 4 personnes est choisi parmi 10. Combien de comités pos-
sibles?

c) Combien d'anagrammes du mot MATHS?

Exercice 24.2. On lance deux dés équilibrés.

a) Quelle est la probabilité d'obtenir un total de 72

b) Quelle est la probabilité d'obtenir au moins un 6?
Exercice 24.3. Une urne contient 3 boules rouges et 5 boules bleues. On tire
deux boules successivement sans remise.

a) P(2 rouges)?

b) P(2e rouge | 1ére rouge)?

c) Les deux tirages sont-ils indépendants?
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CHAPITRE 24. COMBINATOIRE ET PROBABILITES

Exercice 24.4. Une usine a trois machines : A (40% de la production, 2% de
défauts), B (35%, 3%), C (25%, 5%). Une piece défectueuse est choisie au hasard.
Quelle est la probabilité gu’elle vienne de C?

Exercice 24.5. Calculer (2) et (2) puis vérifier par le triangle de Pascal que

D=0+

Résumé du chapitre

Dénombrement
- Permutationsde n: n!

. n!
- Arrangements de k parmin :Aﬁ =

(n=k)!

n!
k!(n—=k)!

. Combinaisons: (Z) =

Probabilités
- P(A)=1-P(A)
. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

- Conditionnelle : P(A | B) = %
- Indépendance : P(ANB) = P(A) - P(B)

P(BIA)P(A
- Bayes:P(A | B) = %

QCM — Combinatoire et probabilités

Une seule réponse correcte par question.

1. (Z) vaut :

Q
9}

O
—
(=]

0
()

)
)
)
)

o
NS \S)
w

2. Le nombre d'anagrammes de « CHAT» est :

O o
—
(o)W \S]

(@)
&

)
)
)
)

o
£ B
oo

3. P(A) = 0,3. Alors P(A) =7
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24.3. PROBABILITE CONDITIONNELLE ET BAYES

. A et Bindépendants, P(A) = 0,4, P(B) =0,5.P(ANB) =7

a
b
c
d

) 0,9
) 0,1
) 0,2
) 0,45

. P(A | B) = 2408

est défini si:
a) P(A) >0

b) P(B) >0

c) PGANB)>0

d) Toujours

. Un groupe de 3 est formé parmi 7 personnes. Le nombre de groupes pos-
sibles est :

. La formule de Bayes permet de:

Calculer P(AU B)

Inverser la conditionnelle : calculer P(A | B) depuis P(B | A)
Montrer que deux événements sont indépendants
Calculer n!

a
b
c

)
)
)
d)

. P(AUB) avec P(A) = 0,6, P(B) =0,5,P(ANB)=0,2:

Réponses:1-b 2-¢c 3-b 4c 5b 6-b 7-b 8-b
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Chapitre 25

Géomeétrie vectorielle

1844. Hermann Grassmann publie sa Théorie de l'extension : un
langage pour décrire les forces, les déplacements, les rotations
dans l'espace. Personne ne comprend. Le texte est trop abstrait,
trop en avance. Trente ans plus tard, les physiciens redécouvrent
l'idée : un vecteur est a la fois une direction et une intensité. La
mécanique, I'électromagnétisme, la relativité — tout se formule en
vecteurs. Aujourd’hui, les vecteurs sont partout : dans les moteurs
de jeux vidéo, les prévisions météeo, les algorithmes de recomman-
dation. Grassmann avait raison, trop tot.

25.1 Vecteurs dans le plan

Définition 25.1 — vecteur.

Un vecteur U est caractérisé par une direction, un sens et une longueur

(norme). Deux segments orientés sont équivalents s'ils ont méme direc-
—

tion, sens et longueur. AB désigne le vecteur de A vers B.

Définition 25.2 — coordonnées d’un vecteur.

Dans un repere orthonormé, si A = (x1,y;) et B = (x,,¥5) :

@:(xz_xl).
Ya—M1

La norme : |AB| = v/ (x; — x1)? + (y, — y1)%
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CHAPITRE 25. GEOMETRIE VECTORIELLE

Proposition 25.3 — opérations.

. - a = c ‘
Smentu_(b)etv—(d),/le[R.

25.2 Produit scalaire

Définition 25.4 — produit scalaire.
Le produit scalaire de ii et U est :

u- 0= |u] ||0] cos 6,

ou 6 est I'angle entre les vecteurs. En coordonnées :

=

-0 =ac+ bd.

Proposition 25.5 — applications du produit scalaire.

Ul = u-0=0
P =u-u

- >
u-v

. cosf = ———
1| |2

25.3 Vecteurs dans lI'espace

Définition 25.6 — vecteur dans R3.

Un vecteur de l'espace a trois composantes : u = (b |. Norme : |u|| =

v a2 + b2 + ¢2. Produit scalaire: i - U = aa + b + cy.

Proposition 25.7 — équation de plan.
Un plan de vecteur normal i = (A4, B, C) passant par B, = (X, Yo, Zo) @ pour
équation:

A(x —x9)+ By —yo) + C(z—zy) =0.
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25.3. VECTEURS DANS L'ESPACE

Produit vectoriel. Le produit vectoriel de 1 = (a,b,c) et U = (a, B, y) est :

by —cg
Uxo=|ca—ay
ap — ba

Il est perpendiculaire a i et U, et sa norme est |ul|||0] sin 6. Application :
aire du parallélogramsnme formé par i et v est ||u X U

Exercices

Exercice 25.1. Soientu = (_31> etv = (i) Calculer:
a) u+0,2u—0
b) ||lul| et |||
c)u-v

d) L'angle entre ti et U

Exercice 25.2. Trouver toutes les valeursde k telles que Ul = (I;) ety = (k i 1)

soient perpendiculaires.

Exercice 25.3. Soient A(1,2), B(4,6), C(7,2).
a) Calculer AB et AC.
b) Montrer que le triangle ABC est isocele.

c) L'angle en A est-il droit?

Exercice 25.4. Trouver I'équation du plan passant par P(1,2,3) et de vecteur
normal nn = (2,—1,4).

Exercice 25.5. Les points A(1,1), B(3,5), C(5,9) sont-ils colinéaires?

Résumé du chapitre

VectegrS
« AB = (x; — X1,y2 — Y1)

- Norme: ||u|| = Va2 + b2
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CHAPITRE 25. GEOMETRIE VECTORIELLE

- Opérations : addition composante par composante, multiplication sca-
laire

Produit scalaire
- U-0=ac+ bd = ||ul|||v|| cos 6
UL e id-5=0

u-v
- Angle:cosf = ——
lullivl

Espace

- Norme:Va?+ b2+ ¢2

. Plan:A-BM =0

QCM — Géométrie vectorielle

Une seule réponse correcte par question.

1. AB avec A(2,3) et B(5,1):

2. ||u]| avecu = (3,—4):

2050592
<|Ln\1»—n
<

(o}

3.u=(12etv=(3,-1.u-0="2
1
5

O o

1

0

—_— — — —

(o8
w

4. U= (2,k)etv = (3,6) perpendiculaires. k =7

a) 1
b) —1
c) =3
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25.3. VECTEURS DANS L'ESPACE

d) 3

5. L'angle entre i= (1,0) et f: (0,1):

a) 0°
b) 45°
c) 90°
d) 180°

6. A(1,0), B(3,0), C(2,1) forment un triangle :

a) Rectangleen A

b) RectangleenC

c) Equilatéral

d) Isocele non rectangle

7. Lanormedeu =(1,1,1) dans R3 est :

O o
ww§r—a

0

)
)
)
)

o

8. Le plan d'équation 2x — y + 3z = 6 a pour vecteur normal :

a) (6,0,0)
b) (2,-1,3)
c) (2,1,3)

d) (-2,1,-3)

Réponses:1-a 2-c 3-a 4b 5c 6-d 7-c
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Quatrieme partie

Quatrieme année

175






Chapitre 26
Intégration

Archiméde, au IlI¢ siécle avant notre ére, voulait calculer I'aire d’'un
segment parabolique. Sa méthode : I'inscrire dans des rectangles
de plus en plus fins, calculer leur somme, puis passer a la limite. Il
ne le savait pas, mais il inventait l'intégrale. Deux mille ans plus
tard, Newton et Leibniz découvrirent le miracle : Iintégrale est
l'opération inverse de la dérivée. Ce lien — le théoreme fondamen-
tal de I'analyse — est I'une des plus grandes découvertes de I'his-
toire des mathématiques. Il transforme un probleme géométrique
(une aire) en un probléeme algébrique (une primitive).

26.1 Primitive

Définition 26.1 — primitive.
F est une primitive de f sur Isi F'(x) = f(x) pour tout x € I.

Proposition 26.2 — primitives usuelles.
J(x) F(x)
xn+1
x"(n# -1
s ) n+1
1
- In | x|
X
eX eX
sinx —Ccos X
Ccos X sinx
1
5 tanx
cos® x

Remarque 26.1. Toute fonction continue sur I admet des primitives sur I, et deux
primitives difféerent d'une constante.
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CHAPITRE 26. INTEGRATION

26.2 Intégrale de Riemann

Définition 26.3 — intégrale définie.
L'intégrale de f deaabest:

b
f £() dx = F(b) - F(a),

oU F est une primitive de f. On note [F(x)]% = F(b) — F(a).

Proposition 26.4 — interprétation géomeétrique.

Si f > 0sur [a,b], I'intégrale est I'aire sous la courbe. En général :

b
f f(x) dx = aire(au-dessus) — aire(au-dessous).
a

26.3 Théoreme fondamental

Théoréme 26.5 — fondamental de I'analyse.
Si f est continue sur [a, b], alors la fonction F(x) = j;lx f(t)dt est dérivable

et F'(x) = f(x).

26.4 Techniques d'intégration

Proposition 26.6 — linéarité.
JAf+ug)dx=2ffdx+u/fgdx

Proposition 26.7 — substitution.

S f(8(x))g'(x) dx = f f(u) du avec u = g(x).

Proposition 26.8 — intégration par parties.
Sudv=uv— fvdu,ou:

b b

f u(x)v'(x) dx = [uv]? —f u'(x)v(x) dx.
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26.5. APPLICATIONS

26.5 Applications

Proposition 26.9 — aire entre deux courbes.
L'aire entre f et g sur[a,b] (avec f > g):

b
A= f L) — 8] dx.

Intégrales impropres. Si f est continue sur [a, +00) :

L“” f(x) dx = blrpoo lb f(x) dx.

Exemples. [ iz dx = 1 (converge). ;"% L dx = +oo (diverge).
X X

Exercices

Exercice 26.1. Calculer les primitives:

a) f(3x?—2x+1) dx

b) /=

NS
c) [e** dx

dx

d) fsin(3x) dx

Exercice 26.2. Calculer les intégrales:
a) foz(x2 — x) dx
b) fy sinx dx

c) [ = dx

P

Exercice 26.3. Par substitution:
a) [xVyx2+1dx
1 2
b) Jfy 2xe* dx
Exercice 26.4. Par parties:
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CHAPITRE 26. INTEGRATION

a) [ xe* dx

b) J{ xInx dx

Exercice 26.5. Calculer l'aire de la région bornée par f(x) = x?> et g(x) = x + 2.

Résumé du chapitre

Primitive
- F' = f; deux primitives difféerent d'une constante
n+l
- (x") = nx"! donc [ x" dx = x+1 +C
n

Intégrale définie ,
/ f(x) dx = [F(x)]5 = F(b) — F(a)

- Aire sous la courbesi f >0
Techniques

- Substitution : u = g(x), du = g'(x) dx

- Par parties: fudv=uv— fvdu

QCM — Intégration

Une seule réponse correcte par question.

1. Une primitive de f(x) = 3x? est:

a) 6x

a) e
b) e—1
c) 1
d e+1

3. Une primitive de cos x est :

a) —sinx
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26.5. APPLICATIONS

5. Le théoréme fondamental dit que si F(x) = j;lx f(t)dt alors:

a) F(x) = f(x)

b) F'(x) = f(x)
c) F'(x) = f'(x)
d) F(x) = f'(x)

2Xx
6. dx vaut:
J,x2+

Q

x2+1
In(x? +1)+C

)
b)
c) 2In(x*+1)+C
d)

arctanx+ C

7. Laireentrey = xety = x?sur[0,1] :

a)%
1
b)g
c)l
2
d) 1

8. La technique « par parties» s'écrit :
) Sfe=/SFf-J¢g

) fudv=uv+ fvdu

) fudv=uv— fvdu

) S f(g(x) = f(g(x)) - g'(x)

Q 0 O Ww

Réponses:1-b 2-b 3-b 4a 5b 6-b 7-a 8-
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Chapitre 27

Fonctions logarithme et exponentielle
— étude analytique

Qu'est-ce que e? Euler le définit par une limite:e = lim,_ (1 + %)".
Un banquier dirait : c'est la valeur d’'un placement d’'une unité a
100% d’intérét, composé en continu. Un analyste dirait : c'est la
seule base pour laquelle la dérivée de a* est exactement a* — la
fonction qui est sa propre dérivée. Un probabiliste : c’est Zzozo %
Toutes ces définitions sont équivalentes. e est le nombre le plus na-
turel de I'analyse.

27.1 Définition analytique de In

Définition 27.1 — logarithme naturel.

Pour x > 0, le logarithme naturel est défini par:

X
1
Inx:f —dt.
1 t

Proposition 27.2 — propriétés déduites.

- In1 =0 (intégrale nulle)

- (Inx) = L (théoreme fondamental)
- Inest strixctement croissante

- In(xy)=Inx+Iny

- In(x")=rinx
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CHAPITRE 27. FONCTIONS LOGARITHME ET EXPONENTIELLE — ETUDE
ANALYTIQUE

Proposition 27.3 — limites de In.

lim Inx = —o0, im Inx = 4+oc0.
x—0+ X—>+00

Croissances compareées:

[im — =0, [im xInx = 0.
x—=>+o00 X x—0+

27.2 La fonction exponentielle

Définition 27.4 — exponentielle.
La fonction exp est la réciproque de In :

exp(x) = e*, e =exp(l) ~ 2,71828.

Proposition 27.5 — propriétés de exp.

- (e*) = e*¥ — seule fonction égale a sa dérivée
ceXtTY =X . oY

s liMys e =0, limy o e =400

. e"¥ = x pour x > 0; In(eX) = x pour tout x

27.3 Equations différentielles a variables séparables

Définition 27.6 — équation différentielle.

Une équation différentielle est une équation reliant une fonction incon-
nue y(t) et ses dérivées.

Proposition 27.7 — équation y' = ky.
Les solutions de y' = ky (k € R) sont:

y(t) =Cekt,  CeR.

La condition initiale y(0) = y, donne C = y,.

Exemple 27.1. Population: N’ = 0,03N, N(0) = 1000. Solution : N(t) = 1000e%°3¢. Dou-

In2
blement ;%03 =2 = ¢ = o ® 23 ans.
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27.3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES A VARIABLES SEPARABLES

Développements limités. Au voisinage de 0 :

n
2 x3 k

=l Xt e bt = x—+o(x”).
2! 3! k!
k=0
2 3 n
X X X
|ﬂ(1 +X) =X — ? + ? — e 4 (—1)n+17 +O(Xn).

Ces formules permettent d'approcher e* et In(1 + x) par des polynédmes,
et de calculer des limites en formes indéterminées.

Exercices

Exercice 27.1. Simplifier:

a) eln 3+In5

b) In(e? - e 1)

C) e3|n2

d) Iny/e

Exercice 27.2. Etudier complétement f(x) = x In x sur (0, + ).
Exercice 27.3. Résoudre:
a) y'=-2y,y(0)=5
b) y=y+1
c) Une substance se désintégre a un taux proportionnel a sa masse : m' =
—0,1m, m(0) = 200 g. Quand restera-t-il 50 g?
Exercice 27.4. Calculer:
a) [ dx

X

1 2x

b) Jo

dx

X241

Exercice 27.5. Calculer les limites:

Inx
X—>+o00 ﬁ

e*—1

a) lim

b) limy_o -
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CHAPITRE 27. FONCTIONS LOGARITHME ET EXPONENTIELLE — ETUDE
ANALYTIQUE

Résumé du chapitre

Définitions analytiques
_xd 1
Inx = f] . (Inx) = -
cexp=In" (&) =¢¥

Croissances comparées

. InTX—>O,:—X—>0,x|nx—>0(er10+)

Equation différentielle
-y =ky=y=_CeM
- Condition initiale y(0) = yo = C =y,

QCM — Fonctions In et exp

Une seule réponse correcte par question.

1. (Inx) =2
ex

x
!
X
Inx

2. La seule solutionde y’ = y avec y(0) = 3 est:

4. limyso+ XINXx =7

a) +oo

Q o T

) —o0
) O
) 1
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27.3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES A VARIABLES SEPARABLES

6. f(x)=e* est:

a) Croissante sur R

Décroissante sur R

Croissante sur (—o0, 0), décroissante sur (0, +0)
Croissante sur (0, +00), décroissante sur (—o0,0)

0o

7. La solution de N’ = 2N, N(0) = 100 double en:

a)t=1
b)t:'”T2
c)t=2In2
d) t ==

2

8. In x est défini pour :

a) Toutx e R
b) x>0
c) x>0
d x#0

Réponses:1-c 2-b 3c 4c 5b 6-¢c 7-b 8-b
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CHAPITRE 27. FONCTIONS LOGARITHME ET EXPONENTIELLE — ETUDE
ANALYTIQUE
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Chapitre 28

Nombres complexes .

Milan, 1545. Gerolamo Cardan publie son Ars Magna. En résolvant
des équations cubiques, il rencontre des expressions comme \/—_1
— des racines de nombres négatifs. Il les appelle « nombres sophis-
tiqués» et les manipule a contrecoeur, comme des fantémes algé-
briques. Son éleve Bombelliira plus loin : il posera des regles de cal-
cul cohérentes pour ces objets mystérieux. Deux siecles plus tard,
Euler leur donnera le nom qui restera : nombres imaginaires. Et
Gauss montrera qu'ils ne sont pas une curiosité mais une néecessi-
te : tout polynéme de degré n a exactement n racines dans C.

28.1 Construction de C

Définition 28.1 — nombre complexe.
L'ensemble des nombres complexes est

C={a+bi|abeR}

ou i est I'unité imaginaire vérifiant i2 = —1. Pour z = a + bi :
- a = Re(z) est la partie réelle
- b = Im(z) est la partie imaginaire
- z = a — bi est le conjugué

- |z] =V a2 + b? est le module
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CHAPITRE 28. NOMBRES COMPLEXES [MA2]

Proposition 28.2 — opérations algébriques.
Soientz; =a+bietz, =c+di.

zZ1+zy=(a+c)+(b+4d)
z, - 2z, = (ac — bd) + (ad + bc)i
ﬁ_zlz_z

—= (2, #0)

¥2) B |z,]2

Exemple28.1. (2+43i))(1—-i)=2—-2i+3i—3i?=2+i+3=5+1.
1+i_(1+i)(2+i)_2+i+2i+i2_1+3i_1+§i
2—i Q2-D24+i) 4+1 -5 5 '

5

28.2 Forme trigonométrique
Définition 28.3 — forme trigonométrique.
Tout nombre complexe z # 0 s'écrit :

z =r(cos 6 +isin6),

our = |z| > 0 est le module et 6 = arg(z) est 'argument (angle avec I'axe
réel positif).

Proposition 28.4 — multiplication en forme trigonométrique.

Siz; =nr(cosb, +isin6;) et z, =ry,(cosb, +isinb,):
Z1Z2y = rlrz(COS(el + 62) + iSih(@l + 62))

Multiplier = multiplier les modules, additionner les arguments.

28.3 Forme exponentielle et formule d'Euler

Théoréme 28.5 — formule d’Euler.

el® = cos@ +isin 6.

En particulier : e + 1 = 0 (identité d’Euler, souvent citée comme la plus
belle formule des mathématiques).

Définition 28.6 — forme exponentielle.

z=rel olr = |z| et 6 = arg(2).
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28.4. RACINES n-IEMES

Proposition 28.7 — formules de Moivre.

(eie)n — eine’

c'est-a-dire:
(cos B +isin 6)" = cos(nb) + isin(nd).

28.4 Racines n-iemes

Proposition 28.8 — racines n-iémes de l'unité.
Les n racines n-iémes de l'unité sont :

: 2nk . . 2wk
wk=e2”lk/”=cosT+lsmT, k=0,1,..,n—1.

Elles forment un polygone régulier a n cétés inscrit dans le cercle unité.

Théoréme 28.9 — théoréme fondamental de I'algébre.
Tout polyndbme de degré n > 1 a coefficients complexes admet exacte-

ment n racines dans C (comptées avec multiplicité).
Exercices

Exercice 28.1. Calculer et mettre sous forme a + bi :
a) (3—2i)?

241
b
) 1-3i

c) (1+i)*

Exercice 28.2. Trouver le module et 'argument de:
a) Z1 = 1+ i
b) z, = —\/3+i

C) Z3 = —4

Exercice 28.3. Trouver les racines carrées de z = 3 + 4i.

Exercice 28.4. En utilisant la formule d'Euler, exprimer cos(36) en fonction
de cos 6.

Exercice 28.5. Trouver les trois racines cubiques de I'unité et les représenter
dans le plan complexe.
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CHAPITRE 28. NOMBRES COMPLEXES [MA2]

Résumé du chapitre

Forme algébrique z = a + bi
. 2=-1 ZzZ=a-bi |z|=Va2+b?
L _ A%
|zl
Forme trigonométrique / exponentielle
. z=r(cos@ +isinf) = re'®
- Multiplication : modules X, arguments +
- Formule d'Euler: e = cos6 + isin 8
- Moivre: (cos8 +isin 6)" = cos(nb) + isin(nbd)

Racines n-iemes
- nracines régulierement espacées sur le cercle
- Théoréme fondamental : tout polynéme degré n a n racines dans C

QCM — Nombres complexes [MA2]

Une seule réponse correcte par question.

1. i3 vaut:

Q
—

2oty
N.l
=

o~

2. Le module de 3 —4i est :

O

<|\1u1>—t
<

0

)
)
)
)

o

3. (1+1i)?vaut:
a) 2
b) 2i
c) 1+ 2i
) =2
4, 'argument de —i est:

a) o0
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28.4.

RACINES n-IEMES

5. La formule d’'Euler donne el =7

O

1
-1

0

)
)
)
)

(oF
o -

6. Le conjugué de l est:
1

Q
-

—l

O

0O
—

-1

(o}

)
)
)
)

7. Les racines carrées de —4 sont :
+2

)
) £2i

) 2i seulement
)

+4/2i

0O O o

[oF

8. Combien de racines cubiquesaz =87

O w

@)
0 W

)
)
)
)

[oF

Réponses:1-d 2-b 3-b 4c 5b 6-a 7-b 8-c
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Chapitre 29

Algéebre linéaire

1750. Gabriel Cramer publie sa regle pour résoudre des systéemes
d’équations linéaires. Mais c'est Carl Friedrich Gauss qui, au XIX¢
siecle, généralise et systéematise : toute résolution d’un systeme li-
néaire passe par des opérations elémentaires sur les lignes. Une
méthode universelle, mécanique, que les ordinateurs exécutent
a des milliards d'opérations par seconde. L'algébre linéaire est le
coceur du calcul numérique : moteurs de recherche, intelligence ar-
tificielle, graphisme 3D, simulations physiques — tout repose sur la
résolution de systemes linéaires et la manipulation de matrices.

29.1 Systémes linéaires et méthode de Gauss

Définition 29.1 — systéme linéaire.

Un systéme de m équations a n inconnues s'écrit Ax = bou: A estla
matrice m X n des coefficients, x le vecteur des inconnues, b le vecteur
des termes constants.

Proposition 29.2 — méthode de Gauss.

On transforme le systeme par opérations élémentaires sur les lignes :
- Echanger deux lignes
- Multiplier une ligne par un scalaire non nul
- Ajouter un multiple d'une ligne a une autre

On obtient une forme échelonnée, puis on remonte (pivot de Gauss).
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CHAPITRE 29. ALGEBRE LINEAIRE

29.2 Matrices

Définition 29.3 — matrice.

Une matrice m X n est un tableau de mn réels disposés en m lignes et n
colonnes. (A);; = a;; est I'élement a la ligne i, colonne j.

Proposition 29.4 — opérations matricielles.

- Addition : (A + B);j = q;; + b;j (mémes dimensions)
- Produit scalaire : (14);; = 1a;;
- Produit matriciel : (AB);; = ;, ajkbyj (A est m X p, Best p X n)

Remarque 29.1. Le produit matriciel n'est pas commutatif : AB # BA en général.

29.3 Déterminants

Définition 29.5 — déterminant 2 x 2.

det (a b) = ad — bc.
c d

Définition 29.6 — déterminant 3 X 3 (régle de Sarrus).

a b c
det|d e f|=aei+bfg+cdh—ceg—bdi—afh.
g h i

Proposition 29.7 — matrice inverse.

Une matrice carrée A est inversible si detA # 0. Son inverse A~! vérifie

AAl=A1A=1
a b\ 1 (d -b
¢c df ~ad—bc\-c a)’

Pour2 x2:
MA2 — Approfondissement

Valeurs propres et vecteurs propres. U # 0 est un vecteur propre de A
pour la valeur propre A si:

- -

Av = Av.
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29.3. DETERMINANTS

Les valeurs propres sont les racines du polyndme caractéristique
det(A — AI) = 0. La diagonalisation de A (si possible) : A = PDP~! ou D
est diagonale.

Exercices

Exercice 29.1. Résoudre par la méthode de Gauss:

2x+y =5
x—3y=-1
X+y+z=6
P) i2x+y—z=1
X—y+2z=5

Exercice 29.2. Soit A = (; i

) etB = (_01 ;) Calculer AB, BA et A%,

Exercice 29.3. Calculer les déterminants:

a) det G _42)

12 0
b) det{3 1 -1
02 4

Exercice 29.4. Trouver l'inverse de A = (i ;) et vérifier AA™1 =T

Exercice 29.5. [MA2] Trouver les valeurs propres de A = ((3) ;)

Résumé du chapitre

Systémes et Gauss
- Opérations : échanger, multiplier, combiner des lignes
- Forme échelonnée puis remontée

Matrices
- Produit: (AB);j = )3, @ikbk;j
- Non commutatif: AB # BA en général

Déterminant et inverse
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CHAPITRE 29. ALGEBRE LINEAIRE

- det(2 x2) =ad — bc
- Inversible < det #0

411 (d b
A _detA(—C a)

QCM — Algeébre linéaire

Une seule réponse correcte par question.

2. Le produit matriciel AB est défini si:

a) A et Bsont carrées

b) Le nombre de colonnes de A égale le nombre de lignes de B
c) A et Bontles mémes dimensions

d) detA#0

3. Une matrice A est inversible si et seulement si:

a) A est carrée

b) detA #0
c) A est symétrique
d) detA=1
4, |asolution de {x ty=3
x—y=1
a) (1,2)
b) (2,1)
c) (3,0)
d) (0,3)

5. ABet BA sont:

a) Toujours égaux

b) Jamais égaux

c) EgauxsiA et B sont diagonales
d) Toujours égaux sidet A = detB
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29.3. DETERMINANTS

6. L'inverse de (1 0):

0 2
10
(o )

7. Unsysteme 3 X 3avecdetA =0:

a) Atoujours une solution unique

b) N'a jamais de solution

c) A soit aucune, soit une infinité de solutions
d) A exactement deux solutions

8. Lesvaleurs propres d'une matrice triangulaire sont :

a) Toujours nulles

b) Les éléments diagonaux

c) Les éléments non diagonaux
d) Toujours positives

Réponses:1-a 2-b 3-b 4b 5-c 6-¢c 7-c 8-b
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Chapitre 30

Compléments d’algébre linéaire

1844, encore Grassmann. Son Ausdehnungslehre — la théorie de
I'extension — pose les bases de ce qu'on appellera bien plus tard
les espaces vectoriels. L'idée : il existe des objets qu'on peut ad-
ditionner et multiplier par des scalaires, et qui vérifient quelques
réegles simples. Les vecteurs géométriques, bien sar. Mais aussi les
polynémes, les fonctions continues, les matrices, les suites. Tous ces
objets si différents obéissent aux mémes lois algébriques. Un seul
cadre pour les unifier : 'espace vectoriel.

30.1 Espaces vectoriels

Définition 30.1 — espace vectoriel.

Un espace vectoriel sur R est un ensemble V muni d’'une addition et
d'une multiplication scalaire vérifiant les huit axiomes:

U+0=0v+1u

U+0)+w=1u+ 0+ w)

Il existe O tel que & + 0 = i

Il existe —1i tel que & + (—ii) = 0

l-u=1u

Auid) = (A

A+ wu =AU+ uu

AU +0) =u+ Ao

N h WD -

Exemple 30.1. R", les polynédmes R[x], les fonctions continues €([a, b]), les matrices
Mpxn(R) sont tous des espaces vectoriels.
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CHAPITRE 30. COMPLEMENTS D'ALGEBRE LINEAIRE [MA2]

30.2 Sous-espaces, base, dimension

Définition 30.2 — sous-espace vectoriel.

W C V est un sous-espace si:
.0ew
U VEWSU+LEW
CUEW, A ERSMUEW

Définition 30.3 — famille libre, génératrice, base.

Une famille (0y, ..., U,) est :
. libre (linéairement indépendante) si: 4,0, + - + 4,0, =0=>1; = 0
. génératrice si tout vecteur de V est combinaison linéaire des v;
- une base si elle est libre et génératrice

La dimension de V est le nombre de vecteurs dans une base.

30.3 Applications linéaires

Définition 30.4 — application linéaire.
f V> Westlinéairesi:

fQu + po) = Af (@) + pf (©).

Définition 30.5 — noyau et image.

. ker f ={8 € V| f(3) = 0} (noyau)
- Im f = {f(©) | U € V} (image)

Théoreme 30.6 — théoréme du rang.

dim(ker f) + dim(Im f) = dim V.

30.4 Diagonalisation

Définition 30.7 — valeurs et vecteurs propres.

lestvaleur propre de A sidet(A—AI) = 0. Le vecteur § # 0 vérifiant AG = A3
est un vecteur propre.
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30.4. DIAGONALISATION

Proposition 30.8 — diagonalisation.

A est diagonalisable s'il existe une base de vecteurs propres. Alors :
A = PDP7!,

ou D est diagonale (valeurs propres sur la diagonale) et P la matrice des
vecteurs propres en colonnes.

0 2

.<0 0>v—0,01—(1>.Pour/12—3.vz—(0).P—(1 0),

1
Exemple 30.2. A = (3 ) Valeurs propres : 41 = 2, 1, = 3. Vecteur propre pour

ol

M=2:(A=-2D0 =

D=(§ ‘3))

Exercices

Exercice 30.1. Parmi ces ensembles, lesquels sont des sous-espaces de R??
a) Wi ={(x,y) [ x+y=0}
b) W ={(x.y) | x+y=1}
c) W3 ={(x,y) | xy = 0}

Exercice 30.2. Les vecteurs U; = (1,2) et U, = (3,5) forment-ils une base de
R?? Si oui, exprimer (4, 7) dans cette base.

Exercice 30.3. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de A =

(g ;)A est-elle diagonalisable?

Exercice 30.4. Vérifier que f : R? —» R?, f(x,y) = 2x + y,x — 3y) est linéaire.
Trouver sa matrice dans la base canonique.

Exercice 30.5. PourA = (1 2 3),trouver ker f4 etIm f4, puis Vérifier le théo-

2 4 6
réme du rang.

Résumé du chapitre

Espace vectoriel
- 8 axiomes : addition et multiplication scalaire
- Exemples: R", polyndmes, fonctions continues
- Sous-espace : stable par + et -, contient 0
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CHAPITRE 30. COMPLEMENTS D'ALGEBRE LINEAIRE [MA2]

Base et dimension
- Famille libre + génératrice = base
- dimV = nombre de vecteurs dans une base
- Test:det # 0 < base de R"

Applications linéaires

- f(Add + ud) = Af () + uf (©)

- Théoreme durang:dimker f +dimim f =dimV

Diagonalisation
- Valeurs propres:det(A—AI) =0
. A = PDP~! si n vecteurs propres indépendants

QCM — Compléments d’algébre linéaire [MA2]

Une seule réponse correcte par question.

1. {(x,y)|2x —y =0}est:

a) Un sous-espace de R?

b) Pas un sous-espace (ne contient pas 6)
c) Pas un sous-espace (non stable par +)
d) Un espace vectoriel de dimension 2

2. Ladimension de R3 est :

a) 1
b) 2
c) 3
d) o

3. f(x,y) = (x+Yy,2x) est-elle linéaire?

Oui

Non, car f(0,0) # (0,0)

Non, car pas de multiplication scalaire
On ne peut pas savoir

a
b
c
d

)
)
)
)
4. lenoyaude f 1 R2 > R, f(x,y) =x—y:

a) {(0,0)}

b) {(x,x)| x € R}
c) R?

d)

5. SiA avaleurs propres 2 et 3,detA =7
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30.4. DIAGONALISATION

a) 5
b) 6
c) 1
d) V6

6. Le théoréme du rang dit:

a) dimker f =dimIm f

b) dimker f+dimIm f=dimV
c) dimker f-dimim f=dimV
d) dimker f =dimV

7. Une matrice 2 X 2 est diagonalisable si:

a) Elle est symétrique

b) Elle a 2 valeurs propres distinctes
c) Son déterminant est non nul

d) Ses coefficients sont entiers

8. Les polyndbmes de degré < 2 forment un espace vectoriel de dimension :

a) 2
b) 3
c) 4
d) oo

Réponses:1l-a 2-¢c 3-a 4b 5b 6-b 7-b 8-b
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Chapitre 31

Suites et séries

Achille et la tortue, encore. Zénon nous dit qu’Achille ne peut ja-
mais rattraper la tortue car il doit d’abord atteindre sa position ini-
tiale, puis la suivante, et ainsi de suite — une infinité d'étapes. Mais
voila : ! + ! + ! + --- Ce n'est pas une somme infinie qui diverge vers
I'infini. C'est une somme infinie qui converge vers 1. Comprendre
quand une somme infinie a un sens, quand elle converge, quand
elle diverge — c’est le coeur de |la théorie des séries. Et la réponse
a Zénon : Achille rattrape bien la tortue, en un temps fini, somme
d’une infinité de durées finies.

31.1 Convergence des suites

Définition 31.1 — limite d’une suite.

(u,) converge vers ¢ si: pourtoute > 0, il existe Ntelquen > N = |u,—¢| <
e.Onnotelim, o u, =¢€.

Proposition 31.2 — critéres de convergence.

- Toute suite monotone bornée converge
- Théoreme des gendarmes:a, <u, < b, eta,,b, > €¢=>u, - ¢
- Suite de Cauchy : critére sans connaitre la limite
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CHAPITRE 31. SUITES ET SERIES [MA2]

31.2 Séries numériques

Définition 31.3 — série.

La série de terme général q,, est la suite des sommes partielles :
n
Sp = Zak:a0+a1+---+an.
k=0
La série converge si (S,) converge. Sa somme est S = lim,,S, =

+00
Zk:O ay.

Proposition 31.4 — condition nécessaire.
. L 1. .
Si Y ai converge, alors a; — 0. (La réciproque est fausse : ), E diverge bien

gue % - 0.)

31.3 Série géométrique

Théoreme 31.5 — série géométrique.
Pour|q| < 1:

Exemple 31.1. Z;:(’) (%) =1 =2

= 3 3 1
03=2+— 4= =-.
1 10 1-1/10 3

31.4 Critéres de convergence

Proposition 31.6 — critére de d’Alembert.

An+1

=L:

SiliMmyse
n
- L <1:) a, converge absolument

- L>1:) a,diverge
- L =1:pasde conclusion

208



31.4. CRITERES DE CONVERGENCE

Proposition 31.7 — critére de comparaison.
Si0o<La, <b, pourtoutn:

- Y, b, converge = > a, converge

- Y, a, diverge = > b, diverge

1 . - . .
Exemple 31.2. ), — converge (par comparaison ou critére de Riemann — résultat :
n
2
T

o).

6
>, % diverge (série harmonique).

Proposition 31.8 — séries de Riemann.
+00
Z = converge si et seulement sia > 1.
n=1

Exercices

Exercice 31.1. Etudier la convergence des suites :

n:+1
a) Yn =325

_1)"
o) Un:( n)

c) w, = <1+ %)n

Exercice 31.2. Calculer lessommes:

c) Montrer que 0,9 =1.
Exercice 31.3. Appliquer le critére de d'Alembert :

a) —
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CHAPITRE 31. SUITES ET SERIES [MA2]

Exercice 31.4. Etudier la convergence par comparaison :

+0o0

1
a
) Z n?+n
n=1
ZXinn
o) >, -
n
n=1
+00
Exercice 31.5. Pour quelles valeurs de « la série Z v converge-t-elle? Don-
n=1

ner la réponse et trois exemples (un convergent, un divergent, un cas limite).

Résumé du chapitre

Convergence des suites
- Monotone bornée = converge
- Gendarmes:a, <u, <b,,a,,b, > €¢=>u, > ¢
Séries
- Y a, converge = a; — 0 (nécessaire, non suffisant)
) . 1
. Géométrique: Y. ¢k = S lg] <1
—-q
. 1
- Riemann: ), — converge < a>1
n«

- Harmonique: ), L diverge
n

Criteres
- D'Alembert:L =1lim
an

- Comparaison:0<a, <b,

An+1

;L <1:converge, L > 1:diverge

QCM — Suites et séries [MA2]

Une seule réponse correcte par question.
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31.4. CRITERES DE CONVERGENCE

d)

W N

2. Lasérie ), % ;
a) Converge vers 1
b) Converge versin2
c) Diverge
d) Converge vers

3. Si ) a, converge, alors ay, :

Tend vers 1
Tend vers 0

Est positif

Est décroissant

a)
b)
c)
d)
1.
n3
a) Diverge

b) Converge (a =3 > 1)
c) Converge vers 1

d) On ne sait pas

4. 3

5. Critére de d'Alembert: L = 0,5 implique:

a) Divergence

b) Convergence

c) Pas de conclusion

d) Convergence vers 0,5

6. 0,5 en fraction:

1
a) %
b) 53
C) @
d) L

3,3

7. Une suite monotone croissante et majorée :

a) Diverge toujours

) Converge toujours

) Peut converger ou diverger
) Converge vers 0

Q o T

+ 00 1 . .
8. — (série télescopique) vaut :
L=t k(k+1) ( pique)

a)?
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Réponses:1-b 2-¢c 3-b 4b 5b 6b
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Chapitre 32

Probabilités — variables aléatoires
et lois

Carl Friedrich Gauss, 1809. En analysant les erreurs de mesure des
astronomes, il remarque quelque chose : les erreurs ne sont pas
aléatoires dans tous les sens. Elles se distribuent symétriquement
autour de zéro, avec de petites erreurs bien plus fréquentes que
de grandes. La courbe qu’il dessine — en cloche, symétrique, s'éta-
lant a l'infini — porte aujourd’hui son nom : la loi normale. Elle dé-
crit la hauteur des humains, les variations boursieres, les résultats
des examens, les fluctuations quantiques. Pourquoi ? Le théoreme
central limite répond : la somme d’'un grand nombre de variables
aléatoires indépendantes converge toujours vers une loi normale.

32.1 Variables aléatoires discrétes

Définition 32.1 — variable aléatoire discréte.

Une variable aléatoire discréte X est une fonction X : Q —» R prenant un
nombre fini ou dénombrable de valeurs x4, x,, ...
Sa loi est donnée par les probabilités : py = P(X = xi), avec ), pr = 1.

Définition 32.2 — espérance et variance.
EX) = Z XDk (espérance, « moyenne»)
k

V(X) = E[(X - EX))*] = E(X?) — [E(X)]*  (variance)
oX) =VV(X) (écart-type)
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CHAPITRE 32. PROBABILITES — VARIABLES ALEATOIRES ET LOIS

32.2 Loi binomiale

Définition 32.3 — loi binomiale.

On répete n fois une épreuve de Bernoulli indépendante avec probabilité
de succes p. Le nombre de succes X suit une loi binomiale B(n, p) :

P(X = k) = (Z)pk(l — )k k=o0,..,n
E(X) =np, V(X) = np(1 - p).

Exemple 32.1. On lance 10 fois une piéce équilibrée. X = nombre de piles. X ~

B(10, 2) P(X—s)—(lo)(1)10~246‘7 E(X) =5,0(X) =+/10 - - ~ 1,58
2 T TG T AR - - PR

32.3 Loi de Poisson

Définition 32.4 — loi de Poisson.

La loi de Poisson de parameétre A > 0 modélise le nombre d'événements
rares dans un intervalle :

/1k
PX =k) = e"ly, k € N.
EX) =1 V(X) =1

Exemple 32.2. Un central téléphonique recoit en moyenne 3 appels par minute.
PX=0)=e325%.PX>1)=1—-¢3 % 95%.

32.4 Loi normale

Définition 32.5 — Joi normale.
X suit une loi normale N(u, 0?) si sa densité est :

exp(_M)

o= oV 27 20°

E(X) = u, V(X) = 2. La courbe est en cloche, symétrique autour de u.

Proposition 32.6 — régle des o.

Pour X ~ N(u,d?):
- Plu—0<X<u+o0)=~638%
« P(u—20 <X <u+20)~95%
- P(u—30 <X <u+30)~99,7%
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32.4. LOI NORMALE

Proposition 32.7 — standardisation.

SiX ~ N(u,02), alors Z = XK N(0,1) (loi normale standard). On lit les
g

probabilités dans la table de ®.

Théoréme central limite. Si X, ..., X,, sont i.i.d. d’'espérance u et d'écart-
type o, alors pour n grand :

X + 4+ X,
ayn

Conséquence : la loi binomiale B(n, p) est approximée par N(np,np(1 —
p)) pour n grand.

— B A0, 1).

Exercices

Exercice 32.1. X prend les valeurs —1, 0, 1, 2 avec probabilités 0,1, 0,3, 0,4, 0,2.
Calculer E(X), V(X) et o(X).

Exercice 32.2. On tire 8 cartes avec remise d'un jeu de 52. X = nombre d'as.
a) Quelle loisuit X?
b) P(X=0),P(X=1),P(X >2)?
c) EX)eto(X)?
Exercice 32.3. Un site recoit en moyenne 5 visites par minute. On modélise
par une loi de Poisson.
a) P(X=0)?P(X =5)?
b) P(X > 2)?
Exercice 32.4. Les notes d'un examen suivent N(12,4) (moyenne 12, écart-
type 2).
a) Quelle proportion obtient entre 10 et 147
b) Quelle proportion obtient plus de 167

Exercice 32.5. X ~ N(100,25). Calculer P(90 < X < 110) en standardisant et
utilisant ®(2) ~ 0,977.
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CHAPITRE 32. PROBABILITES — VARIABLES ALEATOIRES ET LOIS

Résumé du chapitre

Variables aléatoires
cEX) =Y xpe VX)) =EXY) - [EXP o=V
Loi binomiale B(n, p)
- P(X =k) = (7)p0 - py**
- E=np,0 =+/np(1 - p)
Loi de Poisson P(4)
- PX =k)= e—ﬂ%{
-E=V=21
Loi normale N(u, o?)
- Courbe en cloche, symétrique en u

- Regle 68%-95%-99,7%
. Standardisation : Z = 2=# ~ N(0,1)
g

QCM — Probabilités Il

Une seule réponse correcte par question.

1. X ~ B(10,0,3). E(X) =7

a) 0,3
b) 3
c) 7
d) V3

2. P(X = 3) pour X ~ B(5,0,5) :

a

O

0

)
)
)
)

Q.
00| WH | == o | =
=5 v

3. Pour une loi de Poisson de parametre A =2:P(X =0) =7

Q

O
NIiRrN ® O

2
-2

0

e

[oF

)
)
)
)
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32.4.

LOI NORMALE

4. X ~ N(50,16). P(42 < X < 58) »?

6. Pour X ~ N(u,0?),Z = XK syt -
g

7. La loi de Poisson modélise :

Le résultat d'un seul lancer de dé
Le nombre de succés en n essais
Le nombre d'événements rares par unité de temps
La durée entre deux événements

a
b
c

)
)
)
d)

8. V(X)=E(X?) —[EX)]>. SIE(X) =2etE(X?)=5:

a) ViX) =1
b) V(X) =3
c) VIX)=9
d) V(X)=7

Réponses:1-b 2-b 3-b 4b 5-c 6-c 7-c 8-a
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