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La notion de fonction est tellement g«en«erale, que l’on a de la peine „a s’en d«efaire et tout
autant, pour certaines presonnes, „a la comprendre.

Le but ici est de d«e˛nir math«ematiquement la notion de fonction*.

La "fonction" est partout, il su‹t lancer son lave vaisselle pour s’en rendre compte !
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1 Notion de Variable

D«e˛nition

Une variable sur un ensemble E est une lettre qu’on se donne le droite de remplacer (e¸ectivement
ou par la pens«ee) par chacun des «el«ements de l’ensemble E.

Par exemple, si l’on admet que x est une variable de l’ensemble de tous les nombres r«eels (R), et que
l’on prend les expressions suivantes dans lesquelles ˛gure la lettre x

`xa) x2 ` 9b)

x! x3c) x2 + x` 1 = 0d)

on peut d«ecider de remplacer cette lettre par n’importe quel nombre r«eel, par exemple par `7;2. Alors
ces expressions deviennent

+7;2a) (`7;2)2 ` 9b)

`7;2! (`7;2)3c) (`7;2)2 + (`7;2)` 1 = 0d)

NB: Lorsque vous remplacez la variable par une valeur, mettez des parenth„eses „a la place de la lettre,
puis placer „a l’int«erieur la valeur de la lettre. De cette mani„ere vous «eviterez des «erreurs de signe et donc
de calcul !

*G«erard Charri„ere, L’alg„ebre mode d’emploi
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D«e˛nition

Une variable sur R, c’est-„a-dire qui prend ses valeurs dans l’ensemble des nombres r«eels, s’appelle
variable r«eelle.

2 Fonctions r«eelles de variables r«eelles

D«e˛nition

On appelle fonction r«eelle d’une variable r«eelle toute fonction d’une partie de R dans R.

Par exemple

(1) Soit la fonction f qui associe „a tout nombre r«eel son carr«e augment«e de 3 (c’est-„a-dire x2 +3). Cette
fonction d«e˛nition peut être donn«ee de mani„ere pr«ecise par la notation d«ej„a rencontr«ee suivante

f : R! R
x 7! x2 + 3

Cette notation indique clairement le nom de la fonction (f), l’ensemble de d«epart (R ! : : :),
l’ensemble d’arriv«ee (: : :! R), la variable (x), et la d«e˛nition de la fonction (x2 + 3).

Cette notation signi˛e que pour trouver l’image d’un nombre de l’ensemble de d«epart, il su‹t de
remplacer, partout o„u elle apparâ“t, la variable x par ce nombre.

Ainsi l’image de `8 est (`8)2 + 3. On dira que la fonction "f prend en `8 la valeur (`8)2 + 3",
ce que l’on peut «ecrire aussi

f(`8) = (`8)2 + 3

et de fa‰con g«en«erale
f(x) = x2 + 3

(2) La fonction d«e˛nie par "tripler un entier naturel", traduit l’id«ee de prendre un nombre entier de
l’ensemble des nombres entiers et d’en tripler sa valeur, c’est-„a-dire de le multiplier par 3. Cette
fonction peut être nomm«ee g et d«e˛nie comme suit

g : N! N
x 7! 3x
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3 Rpr«esentation graphique

Une fonction de l’ensemble R vers l’ensemble R, peut être repr«esent«ee dans un plan muni de deux axes
gradu«ees, g«en«eralement perpendiculaires.

En fait, on calcule les images d’un certain nombre d’«el«ements (ici des nombres) bien choisis. Chaque
nombre et son image sont les coordonn«ees cart«esiennes d’un point du graphique.

Par exemple

(1) prenons la fonction "carr«e", d«e˛nie par

f : R! R
x 7! x2

f(x) = x2

x y

`3 9

`2 4

`1 1

0 0

1 1

2 4

3 9

`2 `1 1 2

1

2

3

4

5

6

f(x) = x2 x

y

(2) On peut aussi prendre une fonction un peu plus complexe

g : R` f1g ! R

x 7! 1

x` 1

Cette fonction ne peut pas prendre la valeur x = 1. Car la division par z«ero n’est pas d«e˛nie. Raison
pour laquelle, on va "ôter" de l’ensemble de d«epart l’«el«ement 1, ce qui est visible dans l’expression
": : :R` f1g : : :".

g(x) =
1

x` 1

x y

`3 `0;25

`2 `0;5

0 `1

0;5 `2

0;9 `10

1;1 10

1;5 2

2 1

3 0;5

1 2

f(x) =
1

x` 1

x

g(x)

NB: On peut être tent«e de chercher l’image par g de l’«el«ement 1. Mais si on le fesait on serait
amen«es „a calculer

1

0

ce qui est absurde, car la division par z«ero n’est pas d«e˛nie. Ceci justi˛e la suppression de l’«el«ement
1 de l’ensemble de d«epart. L’expression math«ematique r«eserv«ee est "g n’est pas d«e˛nie en 1".
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4 Domaine de d«e˛nition

Il existe deux op«erations «el«ementaires qui "n’aboutissent" pas forc«ement au moment de calculer. Il s’agit
de la division et de l’extraction de la racine carr«ee. Par exemple

5

0

ou encore q
`9

ne repr«esentent pas un nombre r«eel, c’est-„a-dire un «el«ement de l’ensemble R.

C’est pour cela que lors de l’«etude des fonctions r«eelles il faut prendre quelques pr«ecautions et d«e˛nir
quels sont les «el«ements que l’on peut prendre pour e¸ectuer nos calculs.

Consid«erons par exemple la fonction f et la fonction g d«e˛nies par

f(x) =
1

x` 7
et g(x) =

q
x` 7

Nous constatons sans peine que si l’on remplace x par 7 dans l’expression
1

x` 7
, on obtient une division

par z«ero qui n’est pas d«e˛nie. Par ailleurs si on remplace x par des nombres strictement inf«erieurs „a 7,
dans l’expression

p
x` 7 nous obtenons l’extraction de la racine carr«ee d’un nombre n«egatif, ce qui

n’est pas non plus d«e˛ni.

En cons«equence, l’ensemble de d«epart, ici R doit être restreint et ne peut pas être prit tout entier. Il faut
donc d«e˛nir son domaine de d«e˛nition.

D«e˛nition

L’ensemble des «el«ements de R pour lesquels une expression est d«e˛nie s’appelle le domaine de
d«e˛nition de cette expression. Et on le note D.

Par exemple

(1) Le domaine de d«e˛nition de l’expression

1

x` 7
est D = R` f7g

(2) Le domaine de d«e˛nition de l’expression q
x` 7

est l’ensemble des nombres sup«erieurs ou «egaux „a 7

D = [7; 1[

D«e˛nition

L’ensemble de d«epart d’une fonction r«eelle est une partie du domaine de d«e˛nition de l’expression
qui lui est associ«ee.

Par exemple

(1) pour la fonction f(x) =
1

x` 7
, l’ensemble de d«epart est une partie de l’ensemble R ` f7g. Pour

cela on peut choisir que les nombres entiers sans le 7: Z` f7g, ou que les r«eels n«egatifs: R`, etc.

(2) pour la fonction g(x) =
p
x` 7, l’ensemble de d«epart est une partie de l’ensemble D = [7; +1[.

Pour cet ensemble on peut choisir la partie des nombres sup«erieure „a 10: [10; +1[, etc.
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5 Fonctions polynômes

D«e˛nition

Une fonction polynôme est une fonction donn«ee par une «ecriture de la forme

p : R! R
x 7! p(x)

o„u p(x) d«esigne un polynôme en x „a coe‹cients r«eels.

Par exemple

f : R! R
x 7! x3

(1)

g : R! R
x 7! 3x` 2

(2)

h : R! R
x 7! 17

(3)

i : R! R

x 7! `9x4 +
1

4

(4)

k : R! R
x 7! x

(5)

l : R! R
x 7! x2 ` 3x+ 2

(6)

NB: Les fonctions polynômes sont d«e˛nies sur R tout entier. Ceci en raison qu’un polynôme ne comporte
pas de racine carr«ee de la variable et l’exposant de la variable est toujours positif. Ce dernier point exclu
la division par la variable x. Voici la repr«esentation, par exemple de la fonction

f : R! R
x 7! x3

f(x) = x3

x

f(x)
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D«e˛nition

Ĺ Une fonction polynôme est dite fonction du premier degr«e lorsque le polynôme associ«e est
du premier degr«e.

Ĺ Une fonction polynôme est dite fonction du deuxi„eme degr«e lorsque le polynôme associ«e
est du deuxi„eme degr«e.

Ĺ Etc.

NB:

Ĺ Le graphique d’une fonction du premier degr«e est toujours une droite. Pour le construire il
su‹t donc de calculer les images de deux «el«ements.

Ĺ Le graphique d’une fonction du deuxi„eme degr«e est toujours une courbe poss«edant un axe de sym«etrie
parall„ele au second axe de coordonn«ees. Cette courbe porte le nom de parabole.

D«e˛nition

Consid«erons une fonction polynôme

p : R! R
x 7! p(x)

S’il existe un nombre a tel que p(a) = 0, on dit que p s’annule en a ou que a est un z«ero de p.

Par exemple

(1) `2 et 3 sont des u«eros de la fonction

p : R! R
x 7! x2 ` x` 6

En e¸et,
p(`2) = (`2)2 ` (`2)` 6 = 4 + 2` 6 = 0

et
p(3) = (3)2 ` (3)` 6 = 9` 3` 6 = 0

(2)
2

3
est un z«ero de la fonction

g : R! R
x 7! 3x` 2

En e¸et,

g

„
2

3

«
= 3 ´

„
2

3

«
` 2 = 2` 2 = 0
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6 Fonctions rationnelles

D«e˛nition

Une fonction rationnelle est une fonction donn«ee par une «ecriture de la forme

q : D ! R
x 7! q(x)

o„u q(x) d«esigne une fraction rationnelle en x et D son domaine de d«e˛nition.

Par exemple

f : R˜ ! R

x 7! 1

x

a)

g : R` f`3; 3g ! R

x 7! x` 2

x2 ` 9

b)

h : R! R

x 7! 1

x2 + 1

c)

NB: L’«etoile apr„es le nom de l’ensemble dans : : :R˜ : : : veut dire que le z«ero ne fait pas partie de
l’ensemble.

Voici une repr«esentation graphique de la fonction

f : R˜ ! R

x 7! 1

x

f(x) =
1

x

f(x) =
1

x

x

f(x)
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